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РЕЕЕАТА 


Manualul are la bază PROGRAMA 1 si se adresează elevilor de 
liceu din clasa a XII-a de la următoarele filiere, profiluri și specializări: 

* filiera teoretică, profilul real, specializarea matematică-infor- 
matică: 2 ore/săptămână (TC) + 2 ore/săptămână (CD); 

* filiera vocationalá, profilul militar MApN, specializarea mate- 
matică-informatică: 4 ore/săptămână (TC). 

Acest manual se aplică și la clasa a XIII-a, ciclul superior al 
liceului, filiera tehnologică, ruta progresivă de calificare profesională. 

El este conceput pe baza noului curriculum orientat pe formarea 
de competenţe, valori și aptitudini dobândite de elevi în actul învăţării, 
elemente care-i vor conduce spre înţelegerea diverselor dimensiuni ale 
realității cotidiene si spre aplicarea metodelor specifice matematicii în 
cele mai diverse domenii. 

Manualul este alcătuit din două părți distincte: 

Partea 1, ELEMENTE DE ALGEBRĂ, cuprinde următoarele capitole: 
Grupuri, Inele și corpuri, Inele de polinoame. 

Partea a Il-a, intitulată ELEMENTE DE ANALIZĂ MATEMATICĂ, 
este formată din următoarele capitole: Primitive (antiderivate), Integrala 
definită și Aplicaţii ale integralei definite. 

Partea teoretică a manualului este redată într-o manieră directă, 
definind noile concepte matematice și apoi prezentând aplicații care le 
impun, sau într-o manieră problematizată, pornind de la situatii-problemá 
a căror rezolvare motivează introducerea și aprofundarea diferitelor 
noţiuni și metode de lucru. 

Partea aplicativă a manualului este constituită din următoarele 
elemente care conferă acestuia o notă particulară, atractivă pentru cel 
care îl utilizează: 

* exercitii și probleme rezolvate, concepute pentru a explica si 
exemplifica modul de utilizare a noilor noţiuni, diferite metode și 
procedee de rezolvare; 

* teste de evaluare plasate după grupuri de teme sau la sfârşit de 
capitol; 

* seturi de exercitii și probleme propuse, structurate pe grade de 
dificultate in trei categorii: 

a) Exercitii si probleme pentru aplicarea si exersarea notiunilor 
fundamentale dintr-o unitate didactică, notate cu simbolul „E“, 
incluse în setul denumit EXERSARE. 

b) Exerciţii și probleme pentru aprofundarea noțiunilor funda- 
mentale studiate, notate cu simbolul „A“. Parcurgerea acestui 


set de probleme 44 posibilitatea aplicàrii notiunilor invàtate in 
contexte variate, realizand conexiuni intra- si extradisciplinare. 

с) Exerciţii si probleme notate cu simbolul „О“ din setul 
DEZVOLTARE, pentru inițierea unui studiu mai lărgit al unor 
teme, având un nivel ridicat de dificultate. Exerciţiile de 
dezvoltare vizează aspecte mai profunde ale unor noţiuni și pot 
fi folosite pentru pregătirea olimpiadelor școlare, pentru 
alcătuirea de referate și comunicări pe baza unei bibliografii 
recomandate. 


Pe parcursul manualului sunt întâlnite diferite modalităţi 
complementare de evaluare și studiu: 

° Temă - care solicită demonstrarea unor rezultate matematice 
urmând modele din cadrul unei anumite lecţii sau conţine aplicații 
imediate ale unor modele de rezolvare oferite în cadrul exerciţiilor 
rezolvate. Acestea pot fi parcurse în clasă, individual sau pe grupe de 
elevi. 

° Temă de studiu și Temă de proiect — care au drept scop 
continuarea și aprofundarea unor idei initiate în cadrul unei lecții. 

Aceste teme de studiu sunt menite să-i stimuleze pe elevi, 
individual sau în grup, în studiul matematicii, în dezvoltarea creativităţii 
și capacităţii de investigare. De asemenea, ele pot constitui subiectul 
unor referate care să completeze portofoliile elevilor. 

e Тете de sinteză - destinate sistematizării si recapitulării 
principalelor teme din programa școlară, în vederea pregătirii exame- 
nului de bacalaureat. 

Manualul se încheie cu INDICAȚII SI RĂSPUNSURI date pentru 
un număr semnificativ de exerciții și probleme propuse. 


Autorii 
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ELEMENTE DE ALGEBRĂ 
n GRUPURI 


9 Legi de compozitie pe o multime 


1.1. Definiţii si exemple 


Din studiul diferitelor operaţii întâlnite până acum (adunarea și 
înmulțirea numerelor, compunerea funcțiilor, adunarea și înmulțirea 
matricelor etc.) se pot desprinde concluziile: 

— există o mare diversitate atât în ceea ce privește natura 
mulțimilor pe care sunt definite aceste operaţii (numere, funcții, 
matrice, vectori, șiruri, perechi ordonate...), cât și în ceea ce privește 
regulile specifice după care se operează cu elementele acestor mulțimi; 

- operaţiile algebrice întâlnite au o serie de proprietăţi comune, 
indiferent de natura elementelor asupra cărora operează (comutativi- 
tate, asociativitate etc.). 

Кейпапа aspectele esenţiale ale operaţiilor, in acest capitol se va 
face o prezentare a acestora intr-o formà generalá prin intermediul 
conceptului de lege de compozitie, concept care dà posibilitatea folosirii 
metodei axiomatice în algebră. 


<» DEFINIȚII 
Fie M o mulţime nevidă. 
° O aplicaţie o: Mx M > M, (x, y) > ф(х, y) se numește lege de compo- 
zitie (operaţie algebrică) pe mulţimea М. 
e Elementul ф(х, y)e M, care corespunde prin aplicația q perechii 
ordonate (x, y)e MxM se numește compusul lui x cu y prin legea 
de compczitie o. 


IF Exemple de legi de compoziție 
+ Operația de adunare „+ “ si operația de înmulţire , - ^ pe mulțimile de numere N, 
Z, Q, D, €: 
„+“ NXxNON (x у) ә x+y, 


„с ММ Э N. (x, y) ә х-у, 


„+“: 2х0 >Z, (х, у) э х+у, 
Q0 EXER (x у) э x-y, еіс. 
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+ Operația de adunare „+“ pe mulțimea / a vectorilor din plan: 
|, +“: ⁄ x ⁄ —Ə 7, (8, Б)-4-5. 


+ Operatiile de reuniune „U“, intersecţie „n“, diferență „\“, diferență simetrică „A“, pe 
mulțimea #(М) a părților (submultimilor) unei mulțimi M: 


„о“ P(M)x 2(M) > 2(M), (А, B) > АОВ, 

„N“: #(M)xZ(M)— Z(M), (A, Bj AnB, etc. 

+ Operația de compunere „o“ a funcţiilor pe mulțimea 4 (М) = (f | f:M >M}: 

„0“: (M) (M) > Z (M). (f. g) > fog. 
Legile de compoziție sunt date în diferite notații: 
e În notație aditivă se scrie ф(х, y) -x -y: elementul x + y є M se 
numeste suma lui x cu y, iar operatia o se numeste adunare. 
e În notație multiplicativă se scrie ф(х, y) = x: y; elementul x-y eM se 


numeste produsul lui x cu y, iar operatia o se numeste inmultire. 
Deseori, dacă 9: MxM > М este o lege de compoziţie (operaţie 


algebrică) pe mulțimea M, în loc de notatia ф(х, y) se folosesc notatiile 


XQy,Xoy,X*y,XTy,Xx Ly etc. 


(| | Pe mulțimea R se definește operaţia algebrică , T *, astfel: 

T:RxR o E, (x, y) Ox Ty - xy -Xx-y. 

a) Sà se calculeze 2 T 3, 5 T(-3), (-6)T(-8). 

b) Pentru care elemente x e R, avem x 2 = 8? 

c) Sà se rezolve ecuaţia x Т(х-1)-1. 
Solutie 

a) ®ТЗ=2-3-2-3=—1; 5 7(-3)-5.(-3)-5- (-3) - -17, iar 
(-6)T(-8)- (-6)-(-8) -(-6)-(-8)- 62. 

b) Avem: xT2=x.2-x-2 =x- 2. Din egalitatea x - 2 = 8 se 
obtine x = 10. 

c) Avem: x T(x+1)=x(x+1)-x-(x+1)=x 
х2-х-2-0 cu soluţiile x, =-1, xp = 2. Aşadar: (-1) ТО=+1512Т3=+1. 


2_ x-1. Rezultă ecuaţia 


1.2. Adunarea și înmulţirea modulo n 


. * - . . a = . .. 
Fie neN un număr natural si a e 4. Din teorema împărțirii cu 
rest a numerelor întregi rezultă că există și sunt unice numerele q e Z 
si гє (0, 1, 2...., n- 1) cu proprietatea a = nq + r. 
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Numărul natural r care reprezintă restul împărțirii lui a la n, se 
notează а mod n (se citește „a modulo n”) si se numește redusul modulo n 
al numărului a. 


Așadar, r =a mod n. 
Astfel, dacă n = 6, atunci: 
15mod6 = 3, 5mod6 = 5, (-10) mod6 = 2. 
Pe mulțimea Z definim următoarele legi de compoziţie: 
a) €: ZxZ — Z, a © b =(a +b)modn, numită adunarea modulo n. 
a © b se numește suma modulo n a lui a cu b. 
b) 0: ZxZ >Z, a © b = (ab)modn, 
numità inmultirea modulo n. | TEMA 
a O b se numeste produsul modulo n Pentru n = 6, calculati: 
allui a cu b к E ER 
: 16 @ 9, 9 o 4, 
Astfel, pentru n = 8, avem: 
6 ® 10=(6+10)mod8=16mod8=0; 


(-2) e 3, (-5) о 5, 


(-7) e (-9). (-9) o (-5). 
7 612 = (7 +12)mod8 = 19 mod8 = 3; (2 @ 9) © 3, (Зот) ө 8. 


4 © 3=(4-3)mod8 =12mod8 = 4; 
(-2) © 5-|(-2):5 |mod8 =(-10)mod8 = 6. 


1.3. Adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n 


Fie neN un număr natural fixat. Pentru a < 7 notăm 
a = (a+nk | k e Z) șir=a mod n restul împărțirii lui a la n. 

Din teorema împărțirii cu rest, rezultă că există q e Z astfel încât 
a = nq + r. 

Atunci, a=Ía+nk|k e Z} =Ír+nq+nk|k eZ] = Ír - nh|h e Z) = r. 

Așadar, în determinarea mulțimii a este esenţial să cunoaștem 
restul împărțirii lui a la n. 

Mulțimea a se numește clasa de resturi modulo n a lui a. 

Deoarece resturile obţinute la împărţirea cu n a numerelor întregi 


pot fi 0, 1, 2, ... , n - 1, rezultă că există numai n clase de resturi 
modulo n distincte două câte două și acestea pot fi considerate 


A 


0, L 2... n-1. 
Multimea claselor de resturi modulo n se notează cu Zj, si putem 


scrie Za = 16, ЙЕ Ал n-i}, 
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Pe mulțimea Z, se definesc următoarele legi de compoziție: 

a) „n+“: f, <£, — T... a+Ü =a @ b, numită adunarea claselor de 
resturi modulo n, iar à 4 b se numeste suma claselor a si b; 

b) „n“: Zu xZ, 5 f... a-b-a Ob, numită înmulţirea claselor de 


resturi modulo n, iar a- b se numește produsul claselor a si b. 


IF Exemple 
* Fie Za = fô, 1, 2, 3). Atunci avem: 2-1-3:2-3-1/2-2-0 etc. 


De аѕетепеа: 2:5 6: 2.3 2, 3: 


AAA AA 


De asemenea: 2.2 4, 3.3 L 3.8 4,4-3 2 etc. 


& fii /, 7 


I| 1. Să se calculeze їп Z;: 


а) (2): --ы(84)68 ә (5) +(8) 
Soluttie 
3 A A A Ra A AS A S о А ж 
Avem: a) ( ) =2.2.2-4.2=1 b) [Š 4) 6=5.6 -2; 


АҮ4 ANO AX. UA A A А «2 P T IP An N ж PS ж 
c) (8) +(5) -3.3.3.3+5.5.5-2.3.3+4.5-6.3+6-4+6-3. 


I| | 2. Să se rezolve їп Z, ecuaţia 2x? -2х = О. 
Solutie 
Solutiile ecuatiei pot fi doar elemente ale multimii (0. 1, 2, 3). 


Fie f(x)- 2х? + Эх. Avem: С] ТЕМА 


ef ô) =5.6+5.6=6+6-6: Rezolvaţi ecuaţiile: 
а) Зх +5 = 0, in Zo; 


b) Sx? + Зх = Ô, în Ze: 
.1(2)-2-0-2.3-0-0-0, c) 2x? + 3х + 2 = 0, in Za. 


: 1(3)-2.142.8- 243-6. 
In concluzie, solutiile ecuatiei date sunt 0,1, 2, 3. Dupá cum se 


observá, ecuatiile de gradul 2, pe multimi diferite de cele uzuale, pot 
avea mai mult de douá solutii. 
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1.4. Parte stabilă. Lege de compoziție indusă 
Fie M о mulțime nevidă și „o“: M x M — M o lege de compoziţie pe M. 


4» DEFINIȚIE 


e O submulțime S c M se numește parte stabilă a lui M în raport си 
legea de compoziţie „°“ dacă: V x, y e Simplică xoy e S. 


Pentru cazul S = M se spune са M este parte stabilă in raport cu 
legea de compoziţie „o“. 


IF Exemple 


+ Multimile de numere №, Z, Q sunt părți stabile ale lui D in raport cu operaţiile de 
adunare si de inmultire a numerelor reale. 


* Multimile рм = {рх | x eNj, cu p e N sunt părți stabile ale lui N in raport cu 
operatiile de adunare si de inmultire a numerelor naturale. 

*Fie (€) mulţimea matricelor pătrate cu elemente din mulțimea €. 
Submultimea S c .//,(€) a matricelor inversabile este parte stabilă a lui .//; (€) 


in raport cu inmultirea matricelor. 


E LFeHc4(€.H-) ? P 
. le M L ç = 
ха -b a 


a? +b? = | Sà se агаїе са H este 


parte stabilă a mulțimii . (©) în raport cu înmulțirea matricelor. 


Solutie 


a b 
[i 4 si а2 +b? =1,x2+y2=1. Se 
-b a -у х 


. a b\/x y ax-by ayr+bx 
obtine: AB - . = . (1) 
-b а)1-у х -ay -bx -by+ax 
Folosind proprietatea det(AB)= det (A). det(B), rezultă са: 
det (AB) = (a? - b? )(x? + у?) =1 si astfel (ax — by)? t (ay + bx) =1. (2) 


Fie А, В є H, a-| 


Din relaţiile (1) și (2) rezultă că AB e H, deci H este parte stabilă a 
mulțimii Ms (€) în raport cu înmulţirea. 


i] 2. Să se arate cá mulțimea Z, = (0, 1, 2, ..., n - 1) este parte stabilă 
alui Z in raport cu adunarea modulo n si inmultirea modulo n. 
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Solutie 
Dacă а, Бє №, atunci, din definiţie, a®b si aOb reprezintă 


restul împărțirii numerelor a + b si а. b la n. În concluzie, aO b si aO b 
sunt elemente ale lui X. 


Dacă H este parte stabilă a lui M in raport cu legea de compoziţie 
р: Mx M > M, atunci pe mulțimea H se poate defini o lege de 
compoziție y : H x H — H, considerând y(x, у) = ф(х, у), V x, y eH. 


Legea de compozitie y se numeste legea de compozitie indusá pe 
mulțimea H de către legea de compoziţie o. 

Pentru simplificarea scrierii, se obișnuiește să se folosească 
aceeași notație pentru legea de compoziție pe M si legea de compoziţie 
indusă pe H. 


1.5. Tabla unei legi de compoziţie 


Fie M о mulțime finită, M = {a}, as, ..., an} sig: M x M > M o lege 
de compoziţie pe M. 

Legea de compoziție o poate fi 
descrisă printr-un tablou cu n linii și ын 
n coloane corespunzător elementelor а, 
a, а», ..., ay. La intersecţia liniei i cu 


a 


Фф a, 239 .. а n 


js 


coloana j se aflá elementul pai, aj). 


Acest tablou se numește tabla legii 
de compoziție sau tabla lui Cayley. 
Tabla unei legi de compoziție are a 
un rol deosebit în perfecționarea calcu- 
lelor algebrice, precum şi în verificarea unor proprietăți ale legii de 
compoziție. 


& fii /, 7 


ю 1. Fie H= (а ес | z^ zi Să se arate că H este parte stabilă a 


ШШ ......... ola; aj) T 


n 


multimii € in raport cu inmultirea numerelor complexe. 


.]-1 1 ~i i 


Solutie 


Ecuatia z^ =1 se scrie (22 -1(z +1) =0, 4111-4101 d 


1 |-1 1 -i i 
de unde se obține ze {-1, 1, i -i}= H. Alcătuim -i | i 4 -l 1 
tabla operației de înmulțire pe H. 11-41 1. -l 
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După cum se observă din tabla operaţiei, toate rezultatele 
obținute în urma compunerii elementelor aparțin mulțimii Н. In 
concluzie, mulțimea H este parte stabilă a lui € în raport cu înmulțirea. 


[x] 2. Să se alcătuiască tablele operaţiilor de adunare și de înmulţire 
modulo 4 pe 2, si de adunare și de înmulţire pe mulțimea claselor 


de resturi 24. 


Solutie 
Având in vedere modul în care s-au definit operaţiile pe mulțimile 


Ra Si 24, avem: 


e 0 1 2 3 ° O 1 2 3 
0 0 1 2 3 0 0 о O O 
1 1 2 3 O 1 0 1 2 3 
2 2 e O 1 2 0 2 о 2 
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1 
+|ó i 3 3 19 i 3 à 
ER E x 01000 6 
К S o JE A 8 
DX 4 3|6 3 ó à 
3 8-0 3022 3|б 5 2 i 


| З. Pe mulţimea R se consideră legea de compoziţie x oy = Xy +X +y, 
V x, y e D. Să se arate că mulțimea M=|-2, 0] este parte stabilă 


a lui D în raport cu legea de compoziţie „o “. 


Solutie 
Trebuie arătat са dacă x, y e[-2. 0], atunci х°у e[-2. 0]. Deoa- 


гесе x, y e[-2. 0], rezultă са —2 < x < 0, -2 < y < О sau -1 < x + 1 < 1, 
-1 <y + 1 < 1 si se obțin inegalitàtile x +1|<1,|y +1|<1. Prin înmulțire, 
avem inegalitatea (x +1)(y + 1) <l, care se scrie sub forma 
-15(х-1)у-1):1. După reduceri se obţine: -2 < ху+х+у <0, deci 
xoy e [-2. 0]. 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1. 


Е2. 


ЕЗ. 


E4. 


E5. 


EXERSARE 


Pe mulțimea Z se definește opera- 
tia algebrică „о“ astfel: x oy = 2x + 
+y-3,V x,y e 7. 

a) Sá se calculeze 4 o 7, 8-(-1), 
(-8)-3 si 3-(-8). 

b) Sà se afle valorile х є # pentru 
care x «(3x - 1)- 6. 


c) Să se rezolve ecuația (x + 1)- 3 = 


-5-(х2-8) 
acn! 


definim operația algebrică A | B = 
= ЗА – 2B, VA, B e Af. 
a) Sá se arate că 1, € M. 


уаз) 


с) Sà se determine а є D, stiind са 
1 a 1 a2 
1 = 
a 1 a? 1 
Să se calculeze: 
a) 18 mod 5; 28 mod 6; 17 mod 8; 
(-3) mod 4; 
b) 5 @ 4; 6 @ 11; (-2)® 5; (-4)® 
@(-13), dacă n = 9; 
c) 207; 508; (-3)o17; (-5)o 
O(-11), dacă n = 10. 


1 a 
Pe mulțimea ./ -| | 
а 1 


1 
b) Să se calculeze Ё 


Să se calculeze: 


Z— — ARS 


Sà se rezolve ecuatiile: 
a) 2x +1- б, în Z3; 
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EG. 


E7. 


E8. 


E9. 


b) х2-1-0, în 25; 
c) Sx? - 8x + 2 = 0, in Z4: 


d) x? 4 2x +3 - б, in Z5. 


Pe mulțimea R se definesc opera- 
tiile algebrice x ° y = x + y - xy si 
xTy-x-y-2xy, V x, у є D. Sá 
se rezolve: 
a) ecuatia x ° x = x T x; 
b) sistemul e i d ni Ana 2 

(x - 2y) T 2 = -22 
Pe multimea M - (0, 1, 2, 3, 4) se 
consideră legea de compoziție 
хоу=|х-у|, V x, y e M. Să se alcá- 


tuiască tabla operaţiei si sà se arate 
că M este parte stabilă în raport cu 
această lege de compoziție. 


Să se alcătuiască tabla operaţiei 
„o“ pe mulțimea M si să se 
studieze dacă mulțimea este parte 
stabilă în raport cu „о“, dacă: 

а) М = {х є № x divide 12), 

X o y = c.m.m.d.c. (x, y); 

b) M ={2, 3, 4, 5}, 

xo y = min (x, у); 

c) M = (0, 1, 2, 3, 4), 


хоу = max (x, y). 


Sà se arate cá multimea M este 
parte stabilă in raport cu legea de 
compoziţie specificată: 

а) M = [2, +), x ° y = xy - 


-2(х-у)-6: 


цал 


cu adunarea matricelor; 


a, be 2 in raport 
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E10.Pe mulțimea M = (1, 2, 3, 4) se con- 1 a 
Е11.Не ./=-A= 


A1. 


A4. 


. Pe mulțimea M=(2, +=®) se consi- 


a 92b 5 z c) Să se rezolve sistemele de ecuații: 
iia В аео st ав Жү ави нэ. 
si : 
in raport си inmultirea matricelor. уе (x i 1) °у=1 


ас 3 si legea 


sideră operația algebrică „-“ a cărei 0 1 

tablă este dată mai jos: de compoziţie X | Y - X+ Y-I}, 
V X, Y € Mə (C) definită pe mulțimea 
йә (€). 


Să se arate că mulțimea ./ este 
parte stabilă a mulțimii ./2(C) in 
raport cu operația de înmulţire a 


a) Să se determine х-1-(2-3), 


y = 40(3-2), 2-(1-2)-(3с-4). matricelor și în raport cu operația 
b) Să se rezolve ecuațiile x ° 2 = 4, nl“ 
4ox=2șixo2ox=1. 
APROFUNDARE 
Să se determine mulțimile M c ZA, bilă în raport cu adunarea și înmul- 
care sunt părți stabile ale lui Z, еа; 
în raport cu operaţia de adunare. b) mulțimea M = (a + by3 la, bez, 
2 2 uz 

. Sá se arate cá multimea M este a"-3b'- 1 este parte stabilă a mul- 
parte stabilă in raport cu operația най z| /3] š Ё ' 
specificatà: timii z| 3] in raport cu inmultirea. 


а) M-(a, +), хоу-ху-а(х-у)- 
2 A5. Se consideră funcțiile 


ta +a; Үү, f2, f3, f4 : R \ {0} > R \ {0}, 
b) M- [4, 6], x° y = xy - 5(x + y) + 30; 1 

x+y fı (x) = x, fx (х) = =, fs (x)= -x, 
c) M =(-1, 1), xo y = 213 i 

l+ xy 


1 
fí(x)--—. Să se arate cá mulți- 
x 


Раче P P mea M=(f,, f2, fs, f4} este parte 
erá legea de compozitie: 

pie PEAS stabilă în raport cu compunerea 
Xo y= Eya V x, y < M. functiilor. 


Sà se arate cà M este parte stabilà A6 


. Fie M = (2, + œ) și legea de compo- 
în raport cu „o“. 


zitie pe M: o y = xy – 2x – 2y + a, 


Se consideră mulțimea Ух, у e M. 

а) Sà se determine valoarea 
ШКЕ z fa +ъуз |a, Бе z). minimă а lui a e D, astfel încât М 
Sà se arate cà: să fie parte stabilă în raport cu „о“. 
a) mulțimea Z ЁС | este parte sta- b) Să se rezolve ecuația 4 » x = 8. 
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c) Să se rezolve sistemul: 
. =46 


, pentru a = 50. 
(2х-1)с(у-1)-59 К 


A7. Sá se studieze dacă mulțimea M 
este parte stabilă a lui C în raport 


cu înmulțirea: 

a) м = (ze €|z? -ij 
b) M=(zecC|z=z); 
z 


c) м = (ze €|z2 = | 


А8. 


A9. 


d) M = (ze C|Re(z)=0). 


Să se determine mulțimile finite 
M c D, care sunt părți stabile ale 
lui R în raport cu operaţia de 
înmulțire. Aceeași problemă pentru 
mulțimea C. 


Fie M o mulțime cu З elemente. Sá 
se determine numărul legilor de 
compoziţie care se pot defini pe 
mulțimea M. Generalizare. 


© Proprietăţi ale legilor de compoziţie 


2.1. Proprietatea de comutativitate 


Fie M o mulţime nevidă. 


<» DEFINIȚIE 


| ° Legea de compoziţie „o“: Mx M > М, (х,у) э x oy se numește comuta- 


буа dacă хоу = уох, V x, y є M. 


IF Exemple de legi de compoziție comutative 


» Adunarea si înmulțirea pe mulțimile de numere N, Z, Q, ID, C. Avem: 


X+y=y+X Si X-y-y-X, V X, y. 


* Reuniunea, intersectia si diferenta simetricá pe multimea (M) a submultimilor 


multimii M: 


AUB-BUA,AnB-BnA, АЛВ = ВЛА, V A, Be 7 (M). 


+ Adunarea matricelor pe mulțimea Mm, n (€): 


А+В=В+А, A, B € (a n (€). 


IF Exemple de legi de compoziție necomutative 


• Scăderea pe mulțimile Z, Q, R, €. 


* Scăderea pe mulțimea matricelor Mlm, n (€). 


* Diferența mulțimilor pe mulțimea (А). 


+ Compunerea funcțiilor pe mulțimea .7(M) = (f |f: M — М), dacă M are cel puțin 


douà elemente. 
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© OBSERVAȚII 


1. Dacă 9: Mx M — M este lege de compoziţie comutativă pe mulțimea M 


și H c M este parte stabilă a lui M în raport cu o, atunci operaţia 
indusă pe H de legea q este comutativă. Se spune că proprietatea de 
comutativitate este ereditară. 

2. Dacă mulțimea M este finită, comutativitatea unei operaţii o pe M 
poate fi verificată pe tabla operaţiei. Legea de compoziţie este 
comutativă dacă tabla legii este simetrică față de diagonala 
principală a acesteia. 


| Pe mulțimea Za numerelor întregi se definește legea de compoziţie 
хоу-ху-2х-ау. 
Sà se determine ає pentru care legea de compoziţie este 
comutativă. 
Solutie 
Avem: yox = y.X«*2y t ax. Din egalitatea xoy = yox se obține 
x-y+2x+ay=y:-x+2y+ax, У х, ує2. Din faptul cá înmulţirea si 
adunarea numerelor întregi sunt legi de compoziţie comutative se obţine 
(a-2)(x-y)=0, V x,y eZ, de unde a = 2. 


© OBSERVAȚIE 


e Multe legi de compoziţie se definesc cu ajutorul altor legi de 
compoziţie. În asemenea cazuri, în demonstrarea proprietăţilor legii 
de compoziţie considerate, intervin în mod esenţial proprietăţile 
legilor de compoziție folosite în definirea acestora. 


2.2. Proprietatea de asociativitate 


Fie M o mulţime nevidă. 


<» DEFINIȚIE 
| O lege de compoziţie M x M > M, (х, у) э xy se numește asociativă 


dacă (xey)ez-xe(yez), YX, у, 2єМ. 


IF Exemple de legi asociative 


+ Adunarea si înmulțirea pe mulțimile de numere N, Z, Q, R, C: 
(x+y)+z=x+(y+z) si (х-у) Z= x-(y:z), pentru oricare x, y, 2. 
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+ Reuniunea, intersecția si diferența simetrică pe mulțimea părților unei mulțimi M: 
(AUB)UC= AU(BUC), (AnB)nC=An(BnC) si 
A А(ВАС)-(ААВ)АС, VA, B, C e (М). 
+ Compunerea funcțiilor pe mulțimea 7 (M) = (f | f: M — M}: 
fo(goh)=(fos)eh, V f, g, h e Z (M). 
+ Adunarea și înmulțirea matricelor pe mulțimea M, (€): 
A - (B« C) -(A- B)« C, V A, B, C e //4 (€) si A.(B.C)=(A:B):C, 
УА, B, C e Mn (€). 


I Exemple de legi neasociative 


* Scáderea pe multimile de numere Z, €, D, €. De exemplu: 2-(3-1)-0, iar 
(2-3)-1--2. 
* Scăderea matricelor pe mulțimea Mlm, n (©). 


* Diferenţa mulțimilor pe mulțimea (М). 


Atunci când este valabilă proprietatea de asociativitate, nu este 
necesară folosirea parantezelor pentru a indica compusul a trei 
elemente. In acest caz este suficient să se scrie aoboc, iar acest 


element se poate determina fie cu (ао Ъ)ос, fie cu ae(bec). 

În general, pentru o operaţie asociativă, se pot considera elemente 
de forma ацеаоео...са,, acestea având aceeași valoare indiferent de 
gruparea termenilor cu ajutorul parantezelor. 

Elementul a, саз o...ca, se definește recursiv astfel: 


ay 9899...985. саһ =(ауоа»о...оа„_ү)оаук. 


Pentru o lege de compoziţie „o“ asociativă sunt valabile egalităţile: 
• à19859...9a4 =a »(a5 »...9a,); 


e ау оа, о...оа, =(ауоао...оар_|)о(ак »...»a,), unde2« kx n. 


© OBSERVAȚII 

1. Proprietatea de asociativitate este ereditară, adică dacă ọ este lege 
de compoziție asociativă pe M și H c M este parte stabilă a lui M în 
raport cu o, atunci și legea indusă pe H de către q este asociativă. 

2. Dacă o este lege neasociativă pe M și H c M este o parte stabilă a lui 
M în raport cu o, nu rezultă în mod necesar că legea indusă de o pe 
H este neasociativă. 
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IF Exemplu 


+ Operația de scădere pe Z nu este asociativă, dar este asociativă pe mulțimea 
Н = {0} c 2. 


Probleme rezolvate 

I| 1. Pe mulțimea .//j(Z) se consideră legea de compozitie „o“, dată 
de relația A 0 B= А +В + AB. 
a) Să se arate că legea de compoziţie „o“ este asociativă. 


1 a 1 b 1 c 
b) Sà se determine ° ° : 
0 1 0 1 0 1 


1 1 1 2 1 3 1 4 
с) Să se determine ° ° ° I 
O 1J (O 1 0 1 0 1 


Solutie 


a) Folosind comutativitatea adunării si asociativitatea inmultirii 
matricelor, avem (A-B)-C=(A+B+AB)-C=A+B+AB+C+ 


-А-В-АВ)С-А-В-С-АВ-АС-ВС-АВС. Analog, Ас(ВеС)- 


= A +(В°С)+А :(В-С)= A+B+C+BC+A(B+C+BC)= А+В+С+АВ + 
+АС + ВС + АВС. 


Așadar, pentru oricare А, В, Сє./, (2), (А °В)°С=А°(В-°С), 
deci legea de compoziţie „о“ este asociativă. 


5) Legea „о“ fiind asociativă, folosind a), rezultă: 
l a 1 b 1 c 1 a 1 b p.c 1 aj ll b 
o o = + + + + 
O 1 O 1 О 1 O 1 O 1 О 1 O 1ДО 1 
1 а\1 c 1 511 с 1 а\ү1 bj[l c 3 а-0р-с 
+ + + = + 
O 1ДО 1 O 1/40 1 O 1ДО 1,0 1 О 3 
1 a+b 1 a+c 1 b+c 1 a+b+c 7 4a+4b+4c 
+ + + + = : 
0 1 0 1 0 1 0 1 0 7 
c) Folosind punctul b) rezultà: 
1 1 1 2 1 3 1 4 E 7 24 1 4 Ш 7 24 А 1 4 " 
O 1/40 1 0 1 0 1 0 7 0 1 0 7 0 1 
к вове s s. 
o 7J 0 1 0 8 0 7 O 15) 
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[x] 2. Pe mulțimea R se definește legea de compoziţie D x R — R, 
(x. y) э хоу = ху +ах +ay+b. 
а) Să se determine a, b є R, astfel încât legea de compoziţie „o“ să 


fie asociativà. 
b) Să se determine хохо...ох, pentru a, b e R determinati la a). 
Х----2---- 


n termeni 
Solutie 
a) Folosind proprietățile adunării si inmultirii numerelor reale, pentru 


Ух, у, ze D, avem (xoy)oZ =(xy+ax+ay+b)oz=(xy+ax+ay+b): Z+ 


2х +а?у+ар + 


а .(xy +ах+ау + b)+az+ pb = xyz + axy +ayz+bz+axz+a 
+az +b = xyz + аху + аул + axz + a?x +а?у +(a+b)z+ab+b. Analog se obține: 
x o(y ° z) = xyz + аху +ayz + axz + (a +b)x - a?y - a?z +ар +b. 

Din egalitatea (xoy)oz=xo(yoz), V X, y, ze se obține cà 
(a? -a-b)(x-z)=0,v x, z € R. Așadar, a2-a-b=0 și astfel хоу = 
= xy +а(х+у)+а? - a sau, astfel scris, хоу = (х+а)(у+а)+а. 

b) Vom folosi metoda inducției matematice. 
Fie t =хохо...ох, compunerea având în total n termeni. 


Rezultă t; = x, tg = x ° x = x? + 2ax +a? -a=(x+a) -a, 
tg-—t.ox=(x+a)(tjÁ+a)-a=(x+a)Ë-a. 
Presupunem cà tg =(x + a)* - a. 

Atunci tgm = t ox = (x ^ a)(ty +a)-a rr 

Din principiul inductiei matematice rezultă că 


tg = (х+а)? -а pentru oricare n e N, n > 1. 


к 3. Într-un circuit electric sunt legate în paralel două rezistoare cu 
rezistentele R, si Ro, măsurate în ohmi. Rezistenţa echivalentă К 


a grupării rezistentelor R4, Ro este dată de relaţia: 
TT 
R R Б, 
Să se arate că circuitele din figurile 1 si 2 au aceeași rezistență 
totală pentru oricare valori Бү, К, Кз e (0, +œ). 

Solutie: 
Fie M= (0, + oo) multimea valorilor rezistentelor dintr-un circuit. 
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Relaţia (1) definește pe mulțimea M următoarea 
lege de compoziţie: 
КК 


Ri ° В = В = š 
dida В, +В, 


Figura 1 
Rezistenţa totală а circuitului din figura 1 este 
R' - (К, » R5)? Кз, iar a circuitului din figura 2 este 


Б”-Б, ° (R; o R3). 


Egalitatea R'=R” este echivalentă cu egali- тіла 5 
tatea (К, ° К) Кз = К, e(R2»R3), Ru, Ro, Rs e M. 
R R RRR 
Avem (Ri »R4)e Ra = —1—2—< IERI M 


Analog, В; «(R2 9 R4)- R); o mma ooa d АА 
EORR Rə +R БК, +83 + R9Rg 


Așadar R'-R'. Mai mult, se obţine că legea de compunere a 
rezistentelor legate în paralel este asociativă. 


Pe o mulțime M se pot defini mai multe legi de compoziție. 

О mulţime nevidă înzestrată cu una sau mai multe legi de 
compoziție, care satisfac un set de axiome date sub formă de identități 
sau alte condiţii, formează o structură algebrică. 


4» DEFINIȚII 


° Se numește semigrup o pereche (S, °) formată dintr-o mulțime nevidă 

S și o lege de compoziţie pe S care îndeplinește axioma de asociativitate: 
Sjy:xe(yez)-(xoy)ez V x, у, ZES. 

e Un semigrup (5,9) se numește semigrup comutativ sau abelian 


dacă legea de compoziţie verifică axioma de comutativitate: 
Ббасхоу-зуох,Үх,ує5. 


IF Exemple de semigrupuri 


* Perechile (N, +) si (N, -) sunt semigrupuri comutative. Ele reprezintă semigrupul 
aditiv si semigrupul multiplicativ al numerelor naturale. 

* Fie A o mulțime si Z(A) mulţimea părților lui A. Perechile ((A). о). (P(A). c). 
(P(A), ^) sunt semigrupuri comutative. 

* Fie A o mulțime nevidă si Z (A) = (f | f: A > Al. Perechea (7 (A), -) este semigrup. 


Dacă mulțimea A are cel puţin două elemente, semigrupul (7 (A), o) este necomutativ. 


19 


Algebră e |. Grupuri 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1. 


E2. 


ЕЗ. 


A1. 


EXERSARE 
Să se studieze comutativitatea si | E4. Pe mulțimea 7 se consideră legile 
asociativitatea legilor de compoziție de compoziție xoy-x-«y-4 si 
definite pe mulțimea M, în cazurile: x T y = xy - Ax - 4y + 20. 
BM ba shaya ss syra a) Să se arate cà (Z,») si (Z, T) 
b)M = [1, 3], x° y = xy 2x - 2y + 6; sunt semigrupuri comutative. 
с) М = 2, хоу=х+у + ху; b) Să se arate са х Т (у °2) = (x Ту) 
5 M-Z, хоу-7ху-2х-2у-68, «(х T z) (legea de compoziţie T este 
e)M-Q, xoy = -X-y. 
: 1 шаг: А id . distributivă față de „-“). 
Să se studieze comutativitatea și aso- 
ciativitatea legii de compoziție; о” E5. Pe mulțimea Z se consideră legile 
definită pe mulțimea M, în cazurile: de compoziţie хоу-х-у-3 și 
a) M=(-1, 1), xo y 7; xTy=x+y-7. 
Ч x a) Sá se arate cá (Z,») si (Z, T) 
b) M= Є, xoy = x+ y + ixy; 
sunt semigrupuri comutative. 
c) M = (1, + о), й 
b) Să se determine a, БєМ, astfel 
= 22.2 „2 2 2 
коу = үх?у -х°-у +2; încât funcția f : Z — Z, f(x)=ax+b 
d) М-(0, œ) \ {1}; xoy = xy; să verifice egalitatea: 
AIR #(х°у) = f(x) T f(y). 
e) м (5 | ... 
E6. Pe mulțimea 25 se definește opera- 
ROB AB cH Ue tia algebrică x ° y = xy + 2x + 2y + a, 
Sà se determine constantele reale V x, y € Zs. 
pentru care legile de compozitie , . 
Е 2 4 HS a) Pentru care valori ale lui a є 25 
„°“ sunt comutative si asociative E 
pe multimile M date: există egalitatea (2 o a) оа? = 
a) M=Z, xoy = cx + ay + b; х 
у y = 20 (а ° а?) ? 
b) M = Q, xo y = xy + 2х + ay + b; 
с) М = Є, хоу = ixy + ax + by; b) Sá se determine а є 25 pentru 
care operația „о“ este asociativă. 
d)M = (0, +), xo y = 3E* by iii 
1+ xy 
APROFUNDARE 


Fie A - [0, 2). Pe multimea A se defi- 


neste legea de compozitie „о“ prin: 


a) Sá se arate cá legea este asocia- 
tivá si comutativá. 
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b) Să se verifice cá dacă x, y, ze A 
Ssixoz-yoz,atuncix = у. 

с) Sà se determine х є А саге 
verifică ecuația x ох o x = 0. 

(Unio. Babes-Boluai, Cluj-Napoca, 
2000) 
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A2 


A4. 


©, 
” 


. Pe mulțimea D se definește legea de 


compoziție x » y = xy + 2ах + by, 


V x, y e D. Legea este asociativă și 
comutativă dacă: 


a a= Lupa b. Ьа-Ь-,: 
3 2 3 
c) a2 + b2 = 2; d)a = 1, b = 2; 


e) a = b = O sau а=, b=1. 
(Univ. Maritimă, Constanţa, 2000) 


. Să se arate că următoarele legi de 


compoziție definite pe R sunt 
comutative si asociative: 


а) x L y = max (x, y); 
b) x L y = min(x, y). 


Să se determine a, b < R pentru 
care urmàtoarele operatii algebrice 


definite pe mulțimea Mc./2(R), 
sunt comutative și asociative: 


m 


= A + aB + bl; 


s yerl, AvB- 


2.3. Element neutru 


Fie M o mulțime nevidă. 


DEFINIȚII 


A6. 


bm- Y R 
zi x, , 
0 х-у ын 

A o B = aAB + bBA; 
о 0 

өм-|| see). а-в 
x x 


Z | ол 


. Fie M o mulțime nevidă si operaţia 


algebrică asociativă , o “ definită 
pe M. Să se găsească condiții sufi- 
ciente asupra elementului a є М 
pentru care operaţia „ | “ definită 
pe M este asociativă: 


a)xly-aexoy; 
b)xly-2xoeaey; 
ce)xly-aeoexeoyoa 


4) х у-хсуса. 


Să se determine numărul legilor de 
compoziţie comutative definite pe 


ө ж 
o mulțime cu n є N elemente. 


*Legea de compoziție M x M — M, (x y)—xey admite element 


neutru dacă există un element e є M, astfel încât xX o e = e o X = x, 


V xe M. (1) 


* Elementul e є М cu proprietatea (1) se numește element neutru 


pentru legea de compoziţie „о“. 


Го” Exemple 
+ Numărul О este element neutru pentru adunarea numerelor pe mulțimile №, Z, Q, R, €: 


х-0-0-х-х,ҮУх. 


* Matricea Om, n este element neutru pentru adunarea matricelor pe mulțimea Mlyn (Є): 


АО = OMA +A =A, Y A € Mm, (6). 
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* Matricea unitate I, este element neutru pentru înmulțirea matricelor pe multi- 
mea «ff, (€): 
А M -Ñ A =A, VA eA (0). 


* Vectorul nul O este element neutru pentru adunarea vectorilor pe mulțimea 
vectorilor Z din plan sau din spaţiu: 


$40-2049-2vV,vVvYeY. 


| TEOREMA 1 (unicitatea elementului neutru) 
Fie M о mulţime nevidă. Dacă legea de compoziţie M x M > M, 
(х,у) > хоу, admite un element neutru, atunci acesta este unic. 
Demonstrație 
Să presupunem са e, si e» sunt elemente neutre pentru legea de 
compoziţie „о“. Atunci au loc relaţiile: 
хое =X Si босу-у. 
Luând x = e> si y = ey, se obţine са: 
Єооёү- ёо și ёдоёр-6ё, relaţie din care rezultă cá ej =e si 
unicitatea este demonstrată. Ш 
[x] 1. Pe mulțimea R se definește legea de compoziție R x R — R, 
(х, у) э x°oy =xy+ax+ay+b. Sà se determine a, b e R pentru 
care legea de compoziţie dată admite element neutru e = 2. 


Solutie 

Numărul e = 2 este element neutru dacă хе2-2ох-х, Vx e Ё. 
Din aceste relaţii se obține 2х + 2а + ax +b = х, Vx e E, deunde a +2 = 1 
și 2a + b = 0. Rezultă a = -1 si b = 2, iar legea de compoziţie este 
хоу= ху-х-у+2. 


a b 
[x] 2. Fie М = 
1] 


a) Să se arate că există A e M, astfel încât AX = X, V X e M. 
b) Există matricea B e M, astfel încât XB = X, V X e М? 


Solutie 


I 


b 
a) FieX- шоо eMsi A- : e M. Din egalitatea AX = X se obtine: 
O 0 0 0 
b 
ч Үхэл = ed ‚ de unde dod мүлу „ Această relaţie se 
O 0/10 O 0 0 0-0 O 0 
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1 b 
verifică pentru oricare x, y є R dacă a = 1, b e R, deci Ë | be. 


Rezultă că există o infinitate de matrice A cu proprietatea cerută. 


. a b . | "(х у\ (а b 
b) Fie B= є M. Din egalitatea XB = X se obţine . = 
оо 0 0/410 O 
x y ах bx x y 
= sau = , de unde a = 1, bx = y. 
O 0 0-0 O 0 


A doua egalitate nu poate avea loc pentru oricare х, y e Р. 
Așadar, nu există B e M cu proprietatea cerută. 


© OBSERVAȚII 
1. Fie M o mulţime nevidă și „o“ o lege de compoziţie pe M. 
Dacă există e, є M, astfel încât e, х = x, V x e M, elementul e, se 


numește element neutru la stânga. 
Dacă există eq e M, astfel încât xoeqg=x, V x eM, elementul ед se 


numește element neutru la dreapta. 
Din problema rezolvată rezultă că există legi de compoziţie care au 
element neutru la stânga, dar nu au element neutru la dreapta. 

2. Operația de scădere pe R are elementul neutru la dreapta ед = 0, dar 
nu are element neutru la stânga. Într-adevăr, x — 0 = x, V x є D, si 
nu există e є R astfel încât e — x = x, V x є R. 


4» DEFINIȚII 


e Perechea (M, °) se numește monoid dacă verifică următoarele axiome: 
(М,) axioma asociativității: 
(xoy)oz=xo(yoz), V x,y,z € M; 
(М,) axioma elementului neutru: 
e e M, astfel încât хое=еох = х, Vx є М. 


“ 


e Dacă, în plus, legea de compoziţie „с“ este comutativă, monoidul se 


numește monoid comutativ sau abelian. 


Se observă că perechea (M, °) este monoid dacă este semigrup cu 
element neutru (semigrup unitar). 


IF Exemple 
+ Perechile (N, +), (N, -), (Z, +), (Z, :), (R, +), (R, :) sunt monoizi comutativi. 


» Perechile СА (С), JI (F(A), e) sunt monoizi necomutativi. 
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2.4. Elemente simetrizabile 


«œ DEFINIȚII 
Fie M o mulţime nevidă, înzestrată cu o lege de compoziţie M x M — M, 
(х, y) = хоу, care admite elementul neutru e. 
e Elementul х e M se numește simetrizabil în raport cu legea de 
compoziție „o“ dacă există x' e M, astfel încât хох'= х'ох = е. (1) 
e° Elementul x' e M se numește simetricul elementului x în raport cu 
legea de compoziţie „о“. 


I Exemple 
* Orice număr real x este simetrizabil în raport cu adunarea numerelor reale. În 
acest caz, x' = -x si se numește opusul numărului х. 


+ Orice număr real nenul x este simetrizabil în raport cu înmulţirea pe R. Simetricul 


elementului x e R\{0} este x' = В si se numește inversul lui x. Numărul х = O 
x 


nu este simetrizabil în raport cu înmulțirea numerelor reale. 
* Fie Z mulţimea numerelor întregi. Singurele elemente simetrizabile în raport cu 
înmulţirea sunt 1 și -1. 


Dacă legea de compoziţie pe mulţimea M are element neutru, se 
notează cu //(M) mulțimea elementelor simetrizabile în raport cu legea 


de compoziţie. 
Deoarece elementul neutru are proprietatea есе = е, rezultă că 


e e (М), deci 9/(М) este mulțime nevidă. 


Mulțimea У (М) se numește mulțimea unităților lui M. 


[s] TEOREMA 2 (unicitatea simetricului) 


“ 


Fie „©“ o lege de compoziţie pe mulţimea M, asociativă si cu 


elementul neutru e. Dacă un element x e M are un simetric, 
atunci acesta este unic. 


Demonstraţie 
Presupunem că x' si x” sunt elemente simetrice ale elementului x. 
Din asociativitatea legii de compoziţie „о“ se obţine: 
xX'oxox"=(x'ox)ox”"=eox”= х", si 
X'oXox"=x'o(x ox'”)=x'oe = х’. 


Rezultă cà x'= х" si unicitatea este demonstrată. Ш 
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© OBSERVAȚIE 


Dacă o lege de compoziţie „o“ pe o mulţime M are element neutru, dar 


nu este asociativă, este posibil ca un element x e M să admită mai 
multe elemente simetrice. 


0” Exemplu 
Fie М = Íe, a, b} si legea de compoziţie dată cu ajutorul tablei lui Cayley: 


b__ Legea nu este asociativă deoarece: (b-bj-a=aca=e, iar 
b ^— be(bea)-bee- b. 


e 


Elementul a є M are simetricele a si b, deoarece aca=e si 
a aob=e=bea. 


o b ojo 
со ojo 
o о pb 


Demonstratie 
a) Deoarece xox'-x'oex-e, se observă cá simetricul lui х’ este 


chiar x, deci (х) zum 

b) Să considerăm z = y'o x' e M. Avem: 

(xoy)oz -(xey)e(y' ex) = xe(yoy)ex'2xoeox'-xeox'-e și 
Zo(xey) -(y'ex')e(x»y) -y'e(x'ex)ey -y'oeoy =у'оу = е. 

c) Se folosește inducția matematică. 

Pentru n = 1 și n = 2, proprietatea este adevărată având în vedere b). 


= . = - * 
Să presupunem proprietatea adevărată pentru k є N . Avem: 
А Ц , 
(Ху охо °... o Xk 0 Xa) = (х; ° X2 °... оХк)еХка) = EXE 
А 
(ху охо о...охр) = Хр ° (Xk 0-0 X1) = Xk ° Xk o...oX1, deci proprietatea 


аге loc si pentru К + 1. 
Їр concluzie, proprietatea аге 1ос pentru огісаге п є м. m 
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Probleme rezolvate 


I| 1. Pe mulțimea R se consideră legea de compoziţie R x R — R, 
(x, y) э хоу = xy + ax + by +c. 
a) Să se determine a, b, c є R pentru care legea este comutativă, 
asociativă si admite element neutru. 
b) Pentru valorile a, b, c găsite, să se determine % (R). 


Solutie 
а) Din relaţia xc y = yox se deduce a = b, deci хоу = xy - a(x * y)« c. 


Legea de compoziție este asociativă dacă x ° (у ez) = (x ° y)° z, V x. y. z e R. 
Se obține egalitatea xyz-« a(xy + yz ^ zx) - a?x « a?y +(а+с)2+ас+с = 


= xyz * a(xy * yz ^ zx) - (a +c)x +a2y - a?z& ac c, Vx, y, ze P. 


Rezultă că a +c = a? 


si хоу = xy t a(x ^ y) - a? -a. 

Legea de compoziţie dată admite elementul neutru „e“ dacă 
хое=еох=х, У XER. Se obține egalitatea хе+а(х+е)+а?-а=х, 
V xe, de unde (х+а)е= (х+а):(1-а), V x e D și, astfel, e = 1-a. 
În concluzie, b = a, c=a2-a, a € R. 


b) Fie x un element simetrizabil si x' simetricul sáu. Se obtine 


X'ox-e si хх'+а(х+х')+а?-а=1-а, de unde х(х-а)-1-а2-ах. 
2, 
а 2 E . , l-a*-ax 2 
Se observă ușor că dacă x z -a rezultă x' = ——————. Așadar, //(IR) = 
x+a 


=R\{-a}. 


K 2. Fie „o“ lege de compoziţie asociativă si cu element neutru pe 


mulțimea M. Să se arate са dacă xe%(M), yg%(M), atunci 
xoy Si yox nu sunt simetrizabile. 


Solutie 

Să presupunem prin absurd cà xey e % (M). Atunci există s e //(M), 
astfel încât (хоу)оз=е=5о(хоу). De aici rezultă xe(yos)-e si 
уо°з=х'. Se obține y=x'os'=(so x) si y e #(М), în contradicţie cu 


ipoteza. 
Așadar, хоу e 9 (М). Analog se arată са уох e %(M). 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1. 


Е2. 


A1. 


хїу-х-у-2, V x, yeQ. Dacă 
е Si e sunt elementele neutre în 


raport cu legile „о“, respectiv „1“, 
iar p = ei L e>, atunci: 
b) p = -6; 
e) р = 16. 
(ASE, Bucuresti, 1998) 


a) p = 4; 
d) p = 12; 


c) p = 10; 


EXERSARE 
Să se verifice dacă operaţia alge- || ЕЗ. Să se determine elementul simetric 
brică „o“ definită pe mulțimea M al elementului s є M, dacă: 
admite element neutru: a) M=R хоу=ху+х+у, se(-8, 2, 42), 
a) M = R, X ° y = 2xy + X + y; b M=Z,xcoy=x+y-13, 
b) M = C, x ° y = xy + 2х + 2y + 2; se(-1,0,3,11); 
c) M = £, x ° y = xy - 3x - 3y + 12; c) M=C,xoy=x+y+i,seíi, —i, 1+il; 
x+y 
d) M=(-1,1), x° y = ; d) м-(-3, 3), хо _ 9x + 9y 
»ü ЕА И ) ( , Р y 9 + xy , 
e) M = Z7, x o y = xy + 5x + Dy + 6. 
| м 7 вео, -2,2 2). 
Să se determine elementul neutru 
pentru operația „о“ definită pe M: E4. Pe mulțimea R se consideră legea 
a) M - (-3, +), x° y = xy + 3x + 3y + 6; de compoziție хоу-3х3- уЗ, 
b) М-|7, +), хоу-ху-7х-7у- 56, x, y < D. 
c) M= (0, 1), x° y = xy : a) Să se arate cá (R, -) este monoid 
2ху-х-у-1 comutativ. 
d) М-(0, + œ) \ {1}, x° y = x987, b) Să se arate cá % (R) = R. 
APROFUNDARE 
Să se determine parametrii pentru | АЗ. Pe mulțimea € se definește legea de 
care operațiile date au elementul compoziție 21 ° 22 = 21:22 +i(Zi + Z2) - 
neutru indicat: : Р 
н -1-1, 21, Z2 € C. Dacă m este mo- 
a) M= D, x y = xy + ax + ay + 2, e = 2; 
dulul elementului neutru al legii 
b M=0,x-y=x+y+a,e=-5; T Е 
5 12х-12у+а „°“, atunci: 
Xy — — 
c) M=(2, 3), хсу- ; ESL = Be 
) (2.3) d 2xy - 5x – бу +13 ajm=1; b) m = 5; 
5 с) m = V2; d) ш--/3: 
e=—. 
2 е) m = 242. 
. Pe mulțimea © se consideră legile de (ASE, București, 1998) 
compoziţie хоу = ХУ ох- 2у- 24, 
4 А4. Pe multimea D se defineste legea 


de compoziţie x » y = xy - ax + by. 
Să se determine a, b є R, astfel 
încât (D, o) să fie monoid. Pentru 
fiecare monoid obţinut să se deter- 
mine %(R). 

(Univ. București, 1986) 
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A5. Pe mulțimea M = D x D se consi- b) Să se determine 4/ (M). 
derá legea de compozitie: 
(a, b)» (с, d) = (ac - bd, ad + bc). 


A7. Fie Z[i] = {a + bi | a, b e Z}, 
a) Sá se arate cá (M, ») este monoid 


м = fa? + b? |a, b e z[i]}. 


comutativ. 
b) Să se determine % (M). a) Sá se arate cà (z [i], +), (Z[i]. -), 
1-x O x (4, -) sunt monoizi comutativi. 
A6. Fie M = о о о хє. b) Sà se determine elementele sime- 


x 0 1-х trizabile ale fiecărui monoid. 


a) Să se arate că (4, ) este monoid 


comutativ. 


EXERCIŢII SI PROBLEME RECAPITULATIVE 


EXERSARE 
1 O) (О T (A OY (0 — arate са (M, -) formează un monoid 
El. Fie M = » , , . 
01/(10/104/(-410 comutativ in care Несаге element 


Sà se alcàtuiascà tabla inmultirii este simetrizabil. 


pe multimea M si sà se studieze 


"SER : E4. Să se arate că mulțimea: 
proprietățile acesteia. : 


w (0 2) (o li ol 9 
E2. Se consideră mulțimea A = (1, 2, 3). о 1/10 ajli ola o) 
a) Să se alcătuiască tabla diferenţei 0 1 о - i 0) (і О 
simetrice pe mulțimea (А). 10/1-1 ollo illo + 
b) Să se arate că (#(A), U), formează un monoid comutativ în 

ИЛ raport cu inmultirea matricelor. 
A), 3 A), A t : 
(#( ) n) (s ) ) PRAES Să se determine 4/ (M). 
comutativi. 
c) Să se determine elementele || E5. Se consideră matricele: 
simetrizabile în monoizii de la b). 1 1 2 1 
А-1 2 2 -[2 " si multi- 
001 3 Ё 
ЕЗ. Se consideră matricea A-|1 О 0 mea M = (aa +B | a e с) . Să se stu- 
0 4-9 dieze dacă (./, .) este monoid comu- 
si mulțimea ~ = (An | n e z) . Să se tativ si să se determine 4/ (M). 
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A1. 


A4. 


APROFUNDARE 


Sá se dea exemplu de o lege de 
compoziţie care este comutativá si 
nu este asociativă. 


. Sá se dea exemplu de o lege de 


compozitie neasociativá si care 


admite element neutru. 


. Fie M o mulțime nevidă si (7 (M) ; °) 


monoidul functiilor definite pe M. 
a) 54 se determine care sunt elemen- 
tele simetrizabile in raport cu compu- 
nerea funcţiilor, dacă elementul 
neutru este funcția identică. 


b) În ce caz monoidul (F (M), °) este 
comutativ? 


Fie a e (0, œ) si fa : R — D, 
ax, x > 0 
f, - : 
a (z) е х<0 
a) Sá se arate cá f, ° f, = fab- 
b) Să se arate că mulțimea 
F= {fa | ae(0, со) formează monoid 


în raport cu operaţia de compunere 
a funcțiilor. 


c) Să se determine (F). 


. Pe mulțimea N' se definesc legile 


de compoziţie: 

x Ty=c.m.md.c.(x,y) si 

x Ly = c.m.m.m.c. (x,y). 

a) Perechile (N. T si (N. 1) sunt 


monoizi? 


A6. 


AT. 


. Fie f, : D 5 Dp, =] 


b) Să se determine valoarea de adevăr 
a propoziției: V x, y, ze N, 
x T(y Lz) = (x T y) L (x Tz). 


Pe multimea 7 se defineste legea 
de compoziţie „о“, astfel: 

x o y = аху + bx + by + c, unde a, 

b, c e Z. Să se arate са: 

a) legea de compoziţie „о“ este aso- 
ciativă dacă și numai dacă 

b? -b= ac; 

b) legea de compoziție „- 


admite 
element neutru dacă si numai dacă 
b + ac = b? si b divide c. 


Se consideră mulțimea M nevidă si 
„o“ o lege de compoziție pe multi- 
mea M care este asociativă si 
admite element neutru. Dacă М' 
este o multime nevidà si 
f:M5M' o funcţie bijectivà, să 
se studieze proprietăţile legii de 
compoziţie „Т“ definite pe M': 


x Ty - f(£? (x)« £^ (y)). 

x, хєб 
ax,xe D N @ 
şi F = {fa |a cQ}. 

a) Să se verifice dacă Z este parte 


stabilă în raport cu compunerea 
functiilor. 


b) Să se studieze dacă (7, -) este 


monoid si să se afle 0 (F). 


Algebră e |. Grupuri 


Testul 1 


Pe mulțimea G = (1, + oo) se considerá legea de compozitie x | y - 7xy — 
-7(х + y) + 8. Multimea G este parte stabilă a lui R în raport cu legea de 


compozitie „1“? 
(8 puncte) 


Pe multimea E = (o, 1, 2, 3, 4) se definește legea de compoziție notată „с“, 
astfel: x ° y reprezintă restul împărțirii numărului x!* la 5. 
a) Să se alcătuiască tabla legii de compoziţie „о“. 


b) Să se arate că legea de compoziție nu este comutativă și asociativă. 
(3 puncte) 


Pe mulțimea G = (1, + œ) definim legea de compoziție хоу-1-(Х- 1-0 : 
a) Să se determine 2 ° 2 si sà se rezolve ecuația З ° x = З. 
b) Să se arate că pentru oricare x, y € G, x o y = 1 + 10!8(x-1)1g(y-1) 
c) Sà se studieze proprietăţile legii de compoziţie „о“. 
(3 puncte) 


Testul 2 


Fie mulțimea M = {х+уу7 | x, yez} si M -(хьуу/7 | x, y e £, x? _ 7y2 =1}. 
a) Să se arate că mulțimea M' este parte stabilă a lui M în raport cu 
înmulțirea. 
b) Să se dea exemplu de cel puţin trei elemente х + у-/7 e M', cu y > 0. 

(8 puncte) 


Pe multimea M = (0, 1, 2, 3, 4) se definește legea de compoziție „о“ prin: 
x +y, dacă y e (x, 2] 
xoy=.x-Yy, dacă y < x 
у – х, dacă x < 3 si y>2 
a) Sà se alcătuiască tabla legii de compoziție. 
b) Să se arate că legea de compoziție nu este comutativă și asociativă. 
c) Să se arate că legea de compoziție admite element neutru și fiecare 


element x є M este simetrizabil. 
(6 puncte) 


Testul 3 


a) Să se calculeze în Zg produsul 1.2.8.4.8. 


b) Sà se calculeze in Zg suma 1-2-3-4 


+ 
[^V 
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c) Câte soluții are in Zg ecuația 3x = 07? 
d) Care este cel mai mic număr natural nenul cu proprietatea că 


2+2+...+2 = 0 in Z6? 
к--ы--2--- 
n ori 


(3 puncte) 
(Bacalaureat, iunie, 2003) 


Se consideră funcțiile f, : D — R, f, (x) = log; [ + 2% ) _ 1 , a> 0 si multimea 


F = (f, | a e (0, + œ)}. 


a) Să se arate cá f, este funcție inversabilă si f, l-f,. 
a 


b) Să se demonstreze că mulțimea Z este parte stabilă în raport cu 
compunerea funcțiilor. 
c) Să se arate că (F , °) este monoid comutativ si sà se determine % (F )- 


(2 puncte) 


Pe mulțimea numerelor complexe se consideră legea de compoziţie „- 
definită prin: x o y = xy + ix + iy - 1 — i, V x, y є Є. 

a) Să se arate cá хоу = (x +і)(у + i) –і. 

b) Să se arate că legea „ o “ este asociativă. 

c) Să se determine mulțimea valorilor lui ne N, pentru care are loc 
egalitatea: 

X1 ° X2 ° ... ° Xa = (xy +i)(x>-+i)..(x, +i)-i,V ху, x2, ..., Ха € €. 

d) Să se calculeze E = (-100i) » (-99i)»...» (—i) o O o i o (2i) o...» (991) (1001). 
e) Să se rezolve în C ecuaţia xc xc xo X= 1 - i. 


(4 puncte) 
(Bacalaureat, iunie, 2003) 


9 Noţiunea de grup. Exemple 


not 
Fie G o mulțime nevidă si (х, у) > ф(х,у) = хоу, o lege de 


compoziţie pe G. 
5» DEFINIȚII 


e Perechea (G, °) se numește grup dacă sunt îndeplinite următoarele 


axiome: 
(G1) Axioma asociativității: 


(xoy)oz=xo(yo2), V x,y,z eG. 


(G2) Axioma elementului neutru: 


e є G, astfel încât xoe=eox=x,vxeG. 
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(G3) Axioma elementelor simetrizabile: 
V x e G, 3x'e G, astfel încât xox'=x'ox = е. 


e Un grup (G, °) se numește grup comutativ sau abelian dacă este 


verificată axioma de comutativitate: 
(G4: xoy=yox, VX,y eG. 


» COMENTARII 
a) Se observá cá perechea (G.») este grup dacá este monoid cu proprie- 


tatea că fiecare element este simetrizabil. Într-un grup, w(G) = с. 

b) Elementul e є G, a cărui existenţă este asigurată de axioma G», este 
unic determinat si se numeste elementul neutru al grupului. 

c) Elementul x'eG, a cărui existență o asigură axioma G3 pentru fie- 
care x e G, este unic determinat deoarece legea de compoziţie a 
grupului este asociativă. 

° Un grup (G, :) se numește grup finit dacă mulțimea G este finită. 
Un grup (С, :) este grup infinit dacă mulțimea G nu este finită. 
° Fie (G,:) un grup. Se numește ordinul grupului G, cardinalul 


mulțimii G și se notează ord(G). 


I” Exemple de grupuri 


1. Din proprietăţile adunării si inmultirii numerelor rezultă: 
а) (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +) sunt grupuri abeliene, numite grupul aditiv al 
numerelor întregi, raționale, reale, respectiv al numerelor complexe. 
b) (e°. ), (e°. J. (c, ) sunt grupuri abeliene, numite grupul multiplicativ al 


numerelor raționale, reale, respectiv al numerelor complexe nenule. 
Grupurile de la a) si b) sunt denumite grupuri numerice. 


2. Multimile de matrice .//4 (2), Mn (€). .//, (D) si ./. (Є) împreună cu adunarea 
matricelor formeazá grupuri comutative. 


I| Pe mulțimea G = (2, + о) se definește legea de compoziţie G x G — G, 
(x. y) э x° y = xy -2x -2y +6, V x, y є С. Să se arate că perechea 
(G, °) este grup abelian. 
Solutie 
Deoarece хоу=(х-2)(у-2)+2, V x. y e(2. +о) se obține că 
Xoy »2, deci xoy eG. 
Perechea (G, o) este grup abelian dacă sunt verificate axiomele 
grupului (G1)-(G4). 
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(G1) Axioma asociativității: 

Avem: (хо y)oz =(xy -2x -2y +6)-z= (ху -2x -2y +6)-z- 
-2(xy -2x-2y+6)-2z+6 = xyz —2(xy+xz+yz)+4(x+y+Zz)-6. 

Analog se obtine: 
xo(yoz)=xo(yz-2y -2z+6)=x.:(yz-2y -2z+6)-2x -2(yz -2y -22 4*6) 
+6 = xyz -2(xy + xz + yz) +4(х+у+2) - 6. 

În concluzie, axioma asociativitátii (G1) este verificată. 

(G2) Ахїота elementului neutru: 

Fie e e G, astfel încât xoe-eox-x, VxeG. 

Se obține xe - 2x - 2e + 6 = x, V x e G, echivalentă cu 
e(x-2)-3(x-2), Vx eG. 

Elementul neutru este e = 3 e G. 

(G3) Axioma elementelor simetrizabile: 

Dacă x є G, notăm cu х’ simetricul lui 
x. Se obţine хох'= З = х'ох, relaţie care 
conduce la х-х-2х-2х”-6-3. 

Rezultă х'= Eus =2+ : є(2, + о). 

х-2 х-2 
Asadar, (G, °) este grup. 
Deoarece хоу = ху - 2х - 2у+6 = ух-2у-2х+6 = уох, pentru 


огісаге х, у є С, grupul (С, °) este grup comutativ. 


3.1. Grupul aditiv al resturilor modulo n 


Fie пем“ Si A = (0, 1,2,...,n -1 multimea resturilor obtinute la 
împărțirea numerelor întregi prin n. Pe mulțimea 40, s-au definit 
operaţiile de adunare și înmulţire modulo n: Z, x Z, — Rn» prin: 


a € b = (a +) modn, respectiv a O b = (a: b) modn. 


Elementul a @ b reprezintă restul împărțirii sumei a + b prin n. 
Rezultă că există numărul q e Z, astfel încât a +b = nq + (a @ b). (1) 
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Demonstraţie 
a) Verificăm axiomele grupului: 
(G1) Axioma asociativității: 
Folosind relaţia (1) se obţine succesiv: 


(x € y)ez =((x+y)modn)ez=((x+y)+z)mod n. (2) 
De asemenea: 
x €(y €z) - x 6((y *z)mod n)- (x «(y * z)) modn. (3) 


Deoarece adunarea numerelor întregi este asociativă, din relaţiile 
(2) și (3) rezultă că (x @y)@z = x @(y @ z), V x, у, ZE Rp- 

Asadar, adunarea modulo n este asociativà. 

(G2) Numàrul 0 este element neutru, deoarece se verificà imediat cà 
0@x =x@0 = x, V x e 2. 

(G3) Fie x e Ra \ {0}. Atunci x' -n-x e A. 

Rezultă cà: x @x'=0 si x'@x = 0. 

Având si 090-0, rezultă că oricare x e Z, este simetrizabil în 
raport cu adunarea modulo n. 

Asadar, (Ra, ө) este grup. Mai mult, pentru orice x, y e Rp, avem: 
xOy-(x-y)modn-(y-x)modn-yx, deci grupul (Ra, ө) este 
grup comutativ. 


b) Analog se aratà cà Л ©) este monoid comutativ. Ш 


3.2. Grupul claselor de resturi modulo n 


Fie neN si EZ, = б, 1:9 п-1| multimea claselor de resturi 


modulo n. Pe multimea Z, s-au definit operatiile: 


мо A addet. 
° 1х1, > T... (а, Б) —a+b =a@b, numită adunarea claselor de 


resturi modulo n; 
ТОР ^ Adef 20 
° „хы —› йл, (а, Б) >a-b = aOb, numită înmulțirea claselor de 


resturi modulo n. 
[и TEOREMA 5 
Fie ne N', Atunci: 


а) (Za. +) este grup abelian, numit grupul aditiv al claselor de 
resturi modulo n; 
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b) (7,.:) este monoid comutativ; 
с) w(Zz,)- ЇЕ eZ, | (n. К) = 1) si (7/(Ёд),.) este grup comutativ, 


numit grupul multiplicativ al claselor de resturi modulo n. 
Demonstrație 

a) Verificăm axiomele grupului. 

(G1) Axioma asociativității: 

Avem succesiv: 


(x«y)«z-(xey)«z-(xey)ez (1) 
x+[y+z)=x+y@z=x@(y@z) (2) 


Avand in vedere asociativitatea adunàrii modulo n, din relatiile (1) 
si (2) rezultă (x«y)«z =x+[y +z), V x, У, ZeZ,. 

Asadar, adunarea claselor de resturi modulo n este asociativà. 

(G2) Axioma elementului neutru: 

Pentru oricare xeZ,, avem: x+0 =x@0 = x 51 0-х-09Фх-х. 

Asadar, Ô este element neutru al adunării claselor de resturi 


modulo n. 
(G3) Axioma elementelor simetrizabile: 


Avem: 0 +Ó = 0, deci Ô este propriul sàu simetric. 

Паса хє L, atunci există q, r e Z, astfel încât х = nq + г, 0 <г < 
<n- 1. Rezultă că r - n-r e{1, 2, ..., n- 1] si avem: 
X4r-2rer-rG(n-r)-Ó si г+х=г+г=(п-г)Фг= б. 

In concluzie, X este element simetrizabil, iar simetricul sáu este 
elementul г. Simetricul clasei de resturi X se notează cu -x. 


^ ) —— ^ ^ ^ 4228-2858 


Așadar, (х -n-x, pentru x z 0 sau —x = n — x. 

Rezultă са (Z,,-«) este grup. Mai mult, el este grup comutativ 
deoarece: хту-хФу-уФх-унх, V x, ye z... 

b) Verificăm axiomele monoidului comutativ. 

(М1) Asociativitatea. Pentru oricare х, y, Ze Æa. se obţine: 


MEE oz, (3) 
(5-3) 
х(уг2|) -x:yoz -xo(yo»). (4) 


Deoarece înmulţirea modulo n este asociativă, rezultă că: 
(x-y) 2-Х41У-2) V x, y, Ze £... 
Așadar, înmulţirea claselor de resturi modulo n este asociativă. 
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(M2) Existența elementului neutru. Pentru oricare x e Za se obţine: 


Х.1-ХО1-Х811:х-1Ох-х. 
Astfel, 1 este element neutru pentru înmulţirea claselor de resturi 
modulo п. În concluzie, (7,, :) este monoid. 


AA 


Deoarece x-y-xOy-yOx-y.x V X, YeZ,, monoidul (7,,-) 
este monoid comutativ. 


c) Pentru n = 1, avem Z, = {0} si (0,1)=1. Rezulta 9/(9:)-10). 


Fie n > 2. Atunci, pe 4/(9,) dacă si numai dacă există qeZ,, 


astfel incát Pq = 1. Această relație se scrie pq =1 sau pq = 1 (mod n). 
Rezultă că există s e Z, astfel încât pq + sn = 1, relație echivalentă 
cu (p, n)=1. 


Așadar, 9/(9,)- {р | (p.n)= 1). ш 


© OBSERVAŢII 


1.Dacá neN' este număr prim, mulțimea elementelor inversabile in 
monoidul (Z,.-) este (Z, )= Z}. 

2. Pentru neN' numărul numerelor naturale mai mici decât n si 
relativ prime cu n se notează ф(11). Funcţia o: № М se numeste 


indicatorul lui Euler. 
Rezultă că grupul %(#,) are ф(п) elemente. 


IF Exemplu 
* Să se determine //(7/2) pentru monoidul (212, -) și să se alcătuiască tabla inmultirii 


grupului (4 (415). -). 


Solutie: 1 5 7 11 

Conform teoremei 5 elementele inversabile în - - - > — 
ES 8 

Zio sunt clasele 1, 5, 7, 11, deoarece numerele 1, : A Ў И 1} 

5, 7, 11 sunt relativ prime cu 12. Tabla inmultirii В Р I B i 

este dată alăturat. Din tabla inmultirii se observă 7 7 11 1 5 

cà pentru V xe (2), există relația х.х =1, Т í 2 8 i 

deci fiecare element este propriul sàu simetric 


(invers). De asemenea, 5.7 = 11, $.11-7 si 
7.11- 5, adică produsul a douà elemente distincte diferite de 1 este al treilea element 
diferit de Í. 
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» COMENTARII 
a) Un grup (К,-), K =f{e, a, b,c} a cărui tablă a operaţiei este redată 

alăturat se numește grupul lui Klein. . | e a 
b) Un grup (K,.) cu un număr finit de elemente 


este grup de tip Klein даса oricare element al 
grupului este propriul său simetric (invers). 
c) Grupul ( (Z5). -) este un grup de tip Klein cu 


o ср o 
осоро 
соо ш 
шоо сс 
ор c o |o 


4 elemente. 


3.3. Grupul permutărilor unei mulțimi 


Fie M o mulțime nevidă. O funcţie bijectivă f : M — M se numește 
permutare a mulțimii M. Mulțimea 5(М) а permutărilor mulțimii M 
este o submulțime а mulțimii ./(M) a tuturor funcțiilor f : M — M. 
Considerând operaţia de compunere a funcţiilor, se stie că dacă 
f, se S(M), atunci f o g e S(M) și gof e S(M). 

Așadar, mulțimea 5(М) este parte stabilă a mulțimii 7 (М) în 
raport cu compunerea funcțiilor. 


[i] TEOREMA 6 
Perechea (S(M), °) este grup. 


Demonstraţie 

Verificăm axiomele grupului. 

(G1) Axioma asociativitátii. Operația de compunere a permutărilor 
pe S(M) este asociativă ca fiind indusă de compunerea funcțiilor pe 
J (M), care este asociativă. 

(G2) Axioma elementului neutru. Funcţia identică 1,:MM, 
lu (х) = x, este bijectivă, deci este o permutare a mulțimii M, numită 
permutare identică a lui M. Deoarece lyef-fely-f,vfeS(M), 


rezultă cà permutarea identică a mulţimii M este element neutru 
pentru compunerea permutárilor. 


(СЗ) Axioma elementelor simetrizabile. Se stie са dacă f e S(M), 
atunci f! e S(M). Rezultă că orice permutare f e S(M) are un element 


simetric si anume permutarea f л 
in concluzie, (S(M), °) este grup. Ш 
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© OBSERVAȚII 

1. Dacă mulțimea M are unul, sau două elemente, grupul S(M) este 
grup comutativ. 

2. Dacă mulțimea M are cel puţin З elemente, S(M) este grup necomutativ. 


3.4. Grupul simetric 5, 


În cazul în саге М = (1, 2, 3,..., n}, grupul S(M) al permutărilor 
lui M se notează 5,, și se numește grup simetric de grad n. 
O permutare сє 5, se notează astfel: 


u 1 2 3 к п (1) 
“(00) o(2) <(3) ... o(n)/ 


In linia a doua sunt trecute valorile functiei c. 

Deoarece o este o permutare a mulțimii M, rezultă са 
lo(1). с(2),..., s(n)) = (1, 2, ..., nj, deci a doua linie a tabelului (1) este 
formată tot din elementele mulţimii M. 

Dacă o, тє5,, compunerea (produsul) celor două permutări se scrie: 


Е 1 2 3 sri n 1 2 3 ЮМ nj) 
“160) s(2) s(3) .. sn)! (х0) (2) 7(3) .. «(n)) 


i 1 2 3 ян п 
“| Gu с(1(2)) o(1(3)) ... Pu 


I7 Exemplu 
* Fie o tesa а-[3 x — Цас : : 1) 
Avem: с:т = Ч : 1 1). BE ME 200 sta) «(«(8) sy) = 


456) «m zw С A | po 


1234 234) 1234 
Yola 3 4 age 42 1J la 13 2] 


Ordinul grupului simetric S, este egal cu n!. 
În grupul S, elementul neutru este permutarea identică 


NIU 3 .. n 
D 2 3 .. mJ 
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№ 
Co 


Orice permutare o = | J eS, admite ele- 


1 ёс n 
c(l) o(2) o(3) ... с(п) 
o(1) o(2) o(3) ... s(n) 


1 2 3 vez n 


inversă sau inversa permutării o. 


mentul simetric o! | ) numită permutare 


IF Exemple 
1 2 3 


312 


» Pentru zi 123 


3.12 
Jess permutarea inversă este c! 4 | sau 


1 2 3 
ordonând prima linie, o^! = Я 
231 


12345 
* Inversa permutării o = є Sg este permutarea: 
35124 
11351214 (12345 
SUCUS A 5) \з 4 15 2/ 


° Transpozitie 

Fie i, je(L 2 3, ..., п} = М, 1» j. Permutarea: 
1 2 ... i-l i i+1 ... j-1 j j+1 n 

t= р uM : MEX se numeste 
12 .. i-l j i+1 .. j-1 i j+l n 

transpozitie. 


Pentru transpozitia t se foloseşte si notația t; = (i, 1). 


ij 
Transpozitia (i, j) este o permutare particulară care schimbă între ele 
numai elementele i și j. 

Se arată ușor că tg! = tj, tu =t si t; t; = e. 

* Signatura unei permutări 

Fie ceS, si i.jeM=4,2,...,n),i<j. Perechea ordonată 
(i, )) € MxM se numește inversiune a permutării с dacă o(i)> o ( j). 

Numărul tuturor inversiunilor unei permutări o e S, se notează m(o). 


O permutare poate avea cel mult C? inversiuni, deci 
n(n- 1) 
E ES 
Numărul e(o) = (үүрээ se numește signatura (semnul) permutării с. 


О<т(с) < 


Permutarea o se numește permutare pară dacă =ғ(с) = +1 si permu- 


tare impară dacă ғ(с) = -1. 
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IF Exemple 
1 2 3 4 


* Pentru permutarea с = 
4 12 3 


| є 54, inversiunile sunt: (1, 2), (1, 3), (1, 4), 
deci m(o) = 3, iar ғ(с) = сар --l. Asadar o este permu- (Tj TEMĂ 


tare impară. 3 S NUR 
P Sá se alcátuiascá 


12345 А 
• Репіги transpozitia to = ї cg 2| є 55, tabla grupului: 


inversiunile sunt (2,3), (2, 4), (3, 4), deci e(to4)=-1. 
Așadar, transpozitia tə4 este permutare impară. 


a) (S>, °); 


© OBSERVAȚII 


1. In general, se poate aràta cà orice transpozitie tj e S. este o permu- 


tare impară. 


2. Dacă c €S, atunci ғ(с) = 
1<і<ј<п 


Ј 
3. Dacă с, тє S, atunci ғ(с:т) = є(с):=(т). 


3.5. Grupuri de matrice 


Fie neN si .@, (С) mulțimea matricelor pătratice de ordinul n 


cu elemente numere complexe. 
După cum se știe, mulțimea .//, (Є) împreună cu adunarea matri- 


celor formează un grup comutativ, iar cu înmulțirea matricelor formează 
un monoid necomutativ. 
In continuare se vor pune în evidenţă câteva submultimi ale mul- 


timii Mn (C), care împreună cu înmulțirea matricelor formează grupuri. 
Grupul liniar general de grad n 


Fie A € .//, (€). Se stie că matricea A este inversabilă in monoidul 
СА (€). | dacă și numai dacă det(A) + 0. Mulțimea unităților monoidului 
(Mn (©), | se notează GL, (€) si avem GL, (Є) = [А e. A (€) | det(A) € c’). 
"| TEOREMA 7 


Perechea (GL, (Є), :) este grup necomutativ, numit grup liniar 
general de grad n peste C. 
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Demonstrație 

Fie A, BeGL,(€). Rezultă са det(A-B) = det(A)-det(B) e €', 
deci ABeGL,(€). Așadar, mulţimea GL,(€) este parte stabilă a 
mulțimii Ma (€) in raport cu inmultirea matricelor. 

Înmulțirea matricelor este asociativă si admite elementul neutru 
I, € Ma (€). Deoarece det(I,) 21e €' rezultă că 1, € GL, (€). 

În consecință, înmulţirea matricelor pe mulțimea GL, (С) admite 
element neutru și anume matricea I}. 

1 

~ det(A) 


Dacă A e GL, (Є), atunci det[A 1!) e C” si se obține cà 


АГ e GL, (Є). 
În concluzie, (GL, (€). -) este grup. M 


[] TEMĂ DE STUDIU 
1. Să se arate că (GL, (€), -) si (GL, (E), -) sunt grupuri. 


2. Fie (С) = {А € Mn (€) | det (A) - 1]. 


Să se arate cá mulțimea ./(C) împreună cu înmulțirea matricelor formează 
un grup necomutativ. 


Grupul matricelor ortogonale 
Fie Ae./(0). 


+? DEFINIŢIE 
йг. Matricea A є. Ml, (C) se numește matrice ortogonală dacă tA. A ST, 


Multimea matricelor ortogonale de ordinul n se notează О, (€). 


© OBSERVAȚII 

1. Dacă A € O, (€), atunci det(A) = (-1 1}. 
Într-adevăr, din A e O, (€) se obține са 'A- A =I. (1) 
Din relatia (1) se obtine succesiv: 
1 = det (Ip) = det (*A- A) = det(*A):det(A) = (det(A))". 
Așadar, det(A) e (-1, 1}. 

2. Există incluziunea О, (€) c GL, (€). 
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s] TEOREMA 8 


Perechea (О, (Є), -) este un grup, numit grupul matricelor orto- 
gonale de ordinul n. 


Demonstraţie 

Fie A, B e O, (€); rezultă са 'A-A =L. si В.В =1,. 

Avem: ' (AB)-(AB) - ('B-'A)-(AB) - ‘В.(@ А). в- 'B.B-1,. 

Așadar, AB e O, (C), iar mulţimea О, (Є) este parte stabilă a 
mulțimii .//, (€) în raport cu înmulţirea matricelor. 

Să verificăm axiomele grupului. 

(Gl) Axioma asociativitáti. Inmulţirea matricelor pe mulțimea 
O, (€) este asociativă, fiind operaţie indusă de înmulțirea matricelor pe 


Mln (Є) (proprietatea de ereditate a asociativităţii). 


(G2) Axioma elementului neutru. Deoarece Ha -1, se obține са 


n 
“In In =. deci 1, eO, (€). Rezultă cà I, este elementul neutru al 
inmultirii matricelor pe mulțimea O, (€). 

(G3) Axioma elementelor simetrizabile. 

Fie A eO, (Є). Din observaţia 1 rezultă са аеі(А)= +1, deci 


matricea A este inversabilă in monoidul .//, (€). Din relația ‘А.А - I, 
se deduce са А7! = ‘А. Folosind această relatie se  obtine 
LO APR, | -1 t(t zx. ed. 5 : 

(А ):A = ( А|А -A-A `=L, deci A^ e O, (Є), iar elementul 


simetric al matricei А in O, (6) 


Г] ТЕМА 
Fie О, (b) - [A eM, (E) | *A-A= 1n}. 


este matricea A !. M 


Caxercifiu rezolvat Să se arate că (О, (E). ) este grup, 
K Fie AcO (R) Să se numit grupul matricelor ortogonale de 
2 . 


ordinul n peste R. 
arate că există a є Р, astfel 
cosa dn E sin a, J 
s = : 


încât A= | 


-sina cosa sina -cosa 


Soluttie 


| a b 
Fie A=| 4]eO»(E). 
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a с\ (а b 1 0 
Din condiţia (A.A = L, se obţine: | Y | J sau 


b d) c d 0 1 


a2+c2=1 


a2+c2 ab+cd) (1 O 2 “ҖЕ, 
, puis EMT Rezultă sistemul: 4 b^ +d“ =1. 
ab+cd b^-«d ab+cd=0 


Din ecuatia a? +c? =1 se deduce că există о є D, astfel încât a = cos о. 
Rezultă c= +ѕіпа, iar din a treia ecuaţie se obține bcosa = +dsino. 


Substituind d în ecuația b? +d? «1 se obţine b = +ѕіпа si d = +соѕа. 
cosa sin B A ЁЖ sina J 
s = Е 


Așadar, А Ч 


-sina cosa sina -cosa 


3.6. Grupul rădăcinilor de ordinul n ale unității 


. ж . - . .. 
Fie neN. Se stie că ecuaţia z” -1 are exact n soluţii numere 
complexe. Soluţiile acestei ecuaţii se numesc rădăcini de ordinul n ale 


unităţii si au forma: zy, = cos а 20, k - (0,1 2, ..., n- 1). 
n n 


Notând e = ЕШ +i ши conform formulei lui Moivre se obţine: 
n n 

zy =, k - (0,12, ..., n- 1). 

Multimea rădăcinilor de ordinul n ale unităţii se notează U, si avem: 

Un = (zec| 2” -1| sau 


Un = eos ZET, isp m | k «(0112.0 -1) ={1, "€ gt) (1) 
n n 
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Demonstraţie 

Să arătăm că U, este parte stabilă a lui € în raport cu înmulţirea 
numerelor complexe. 

Fie 21, Zo € Up. Rezultă că zj =1 si z5 = 1, și astfel: 


n ,n n. А 
(21:25) = 21:25 =1, deci 2125 € U,. 


Verificăm axiomele grupului. 

( G1) Axioma asociativității: 

Inmulţirea numerelor complexe este asociativă și rezultă са 
înmulţirea indusă pe mulţimea U, este, de asemenea, asociativă 
(proprietatea de ereditate a asociativităţii). 

(G2) Axioma elementului neutru: 

Se observă ușor cá 20 =1 este element neutru în raport cu 
înmulțirea pe U,. 

(G3) Axioma elementelor simetrizabile: 

n 
Fie zeU,. Rezultă са z" -1 si 8 Эр deci te PR Din 
7 z^ 7 
222 -1 se obtine са 22 este elementul simetric al lui z, deci z este 
Z Z 


inversabil in U,. 


În cazul in care z = P € U,, simetricul lui z este z' = g" Р. 

(G4) Axioma comutativității: 

Din proprietatea de ereditate a comutativitátii se obține că înmulțirea 
pe U, este comutativă, fiind indusă de înmulţirea numerelor complexe. 

În concluzie, (Up, :) este grup comutativ. Ordinul grupului U, este 
egal cu n. 


[] TEMĂ DE STUDIU 


1. Să se alcătuiască tabla grupurilor: 
a) U2; b) Us; c) 0,: d) Ug. 


2. Fie sc U, si p, q e (1, 2, ..., n — 1). Sá se arate cá ғР'9 = ғ", unde r este 


restul împărțirii numărului p + q la n. 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1. 


E2. 


E3. 


E4. 


ЕБ. 


EXERSARE 


Pe mulțimea € se definește ope- 
тана algebrică € x € — €, (x, y) > 
-хХоу-х-у-5б. 

Sà se агаїе са (€, °) este grup comu- 
tativ. 

Pe mulțimea 7 se consideră legile 
de compoziţie 2х7 >Z, (х, у) > 
әхоу=х+у+6 si (х, y)Oxly- 
=х+у-5. Să se arate cá (Z, °) si 
(7, 1) sunt grupuri comutative. 

Pe mulțimea M se consideră legea de 
compoziție MxM > M, (х, y) хоу. 
Să se studieze dacă (M, -) este grup, 
în cazurile: 

а) M=7,x-y=x+y+3; 

b М-27у,хеу-х-у-4, 

c) M= D, хсу-ху-10х-10у-110: 
d) M = Є, хоу = іху; 

е) М = Є, хоу=х + у + іху; 

f) М-(-1, +), хоу=х+у+ ху; 
== = _., 
2ху-х-у+1 

h) M = € \ {-i}, x° y = xy + 
+i(x+y)-1-i. 


g) M=(0, 1), x-y= 


Pe mulțimea R se consideră legile 
de compoziţie G x G > G, 


def 
(x. y) 2 x»y E Jx? + y? si 
c afa. уб. 


(x. y) x1y = 
Care dintre perechile (G, =), (G, 1) 


este un grup? 
Pe mulțimea G=(-2, 2) se consideră 


legile de compoziție G x G У G, 
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E6. 


E7. 


E8. 


E9. 


 4+xy ` 
Care dintre perechile (G, -), (G, 1) 


este grup comutativ? 


Se consideră: 
Gi = {х+уүЗ | х, ус, x? _3y2 =i) 


si G2 -[x*y/3| x. y «€. x?-3y? =1}. 
Care dintre mulțimile G, si G> 


este grup abelian în raport cu 
înmulțirea numerelor reale? 


Se consideră mulțimea: 
Jj a,b € D, det(A) = ol. 


оаа bi 


Să se arate că G este un grup în 
raport cu înmulțirea matricelor. 


оо 
Fie /-:10 пєМ п21.с 
01 
с.йз (€). 
a) Sá se arate cá (4, ) este grup 
comutativ. 
b) Sà se studieze dacà operatia 
algebrică A 1 B- A4. B^, definită 
pe mulțimea ./, determină pe 
aceasta o structură de grup. 


Fie А, = {с € S, | с este permu- 
tare рага}. 
a) Sá se arate că (Ал, °) este grup, 


(grupul altern de ordinul n). 
b) Pentru ce valori ale lui n grupul 
A, este comutativ? 
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A1. 


A4. 


A6. 


AT. 


APROFUNDARE 


. -1|2х Зу 
Fie É xd х, ує ©, 


ах? — Зу2 = 1) . Să se arate cá G este 


grup comutativ în raport cu înmul- 
tirea matricelor. 


det (A) = i) š 
a) Să se determine câte elemente 


are mulțimea G. 
b) Să se arate că (G,. ) este grup. 


Pe mulțimea E = R* x R se consideră 
legea de compoziție E x E > E, 

(a, b) o (c, d) = (ac, ad + b). Sá se 
arate că (E, -) este grup. 


s ideră G = ке 
е considerà G = 0 


СЕ 


legea de compoziţie С х G С, 


АЛНА 2408-0155 ag t! 
ABRA -(б 1) Ё J 


Perechea (G, -) este grup? 


Pe mulțimea G = D \ {а} se defines- 
te legea de compozitie G x G > G, 
x o y = xy - 2x - 2y + b. Sà se deter- 


mine a, b є R, astfel încât (G, o) să 
fie un grup comutativ. 

Fie f, : R Б, f(x) = ax + 1-a si 
F = (f. | a є Ю*}. Să se arate cà 


(F, o) este grup. 
Fie a є D si funcţiile f, : R — R, 
f, (x) 2 x. ch(a) + v1 + x? sh(a). 


Dacă Z= (f,| a e R}, să se arate са 
(F, °) este grup abelian. 


Fie f, : [1, +оо) — [1, +оо), 


ТЕА s 


si F = (f, |a є (0, ©)}. 


a) Să se arate că dacă а, B є (О, +), 
atunci f, ° f, = fop- 

b) Să se arate са (F, °) este un grup 
abelian. 


A9. Să se determine a, b e Z, astfel 


încât legea de compoziție Z x Z > Z, 
def 

(x, y х о у = ах + by + 1 să 

determine pe Z o structură de grup. 


A10.Fie (G,. °), (G,, +) două grupuri si E = 
= б, x G,. Pe mulțimea E se definește 
legea de compoziţie E x Е — E, (a, b) L 

def 
1 (с, d) = (ac c, b + d). Să se ara- 


te că (E, 1) este un grup, numit 
produsul direct al grupurilor G, și 
G. 

А11.54 se alcătuiască tabla grupului: 
а) (Z2 x Z2, +); 
b) (7, x Zs, +); 
c) (Z; x Z,, +). 


A12. Pentru un punct oarecare M din 
planul 7 raportat la reperul cartezian 
хОу se notează cu Mı, M2, Мз 


simetricele acestuia fată de Ox, 
Oy, respectiv punctul O. Fie 


funcțiile s; : ? — 7, i =1, З date de 
relațiile: so (M)= M, s,(M)- M,, 
s2 (M) = M>, s, (M) = Ms și mulțimea 


F = (So, 51, S2, 8з}. Să se arate cà: 


a) Z este parte stabilă în raport cu 
operaţia ,,o" de compunere a 
funcțiilor; 

b) (F, °) este grup comutativ, 
(grupul lui Klein). 
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© Reguli de calcul їпїг-ип grup 


4.1. Puterea unui element intr-un grup 


Fie (G,-) un grup în notație multiplicativă si aj, a5...., Ад € G, 
n21. În grupul (G,:) se definește produsul аџ:аз·...:а în mod 
recursiv, astfel: 


În cazul particular când a, =a =...=a, =a, produsul a, -ap ·...:а, = 


=a-a.....a se notează a". Prin convenţie, pentru n = О se consideră 
ад -е, e fiind elementul neutru al grupului. 


Demonstraţie 
Folosind asociativitatea operaţiei în grup se obţine: 
а) a ".a"=(a-a.....aj-(a-a.....aj=(a-a ..... а) = а", 
m -— — — 
m n m+n 

b) Гийг шон „са")-(а:а:...:а):(а:а:...:а)...(а:а:...:а)–(а:а:...:а)=а"". ш 

LM Rp 

n m m m mn 


© OBSERVAȚIE 
In notație aditivă, proprietăţile anterioare se scriu: 
(a+ a+ ...+а) = m.a, ma« na = (m«n)a si (m-n)-a=m-(n-a). 
К--ны-- 
m 


Pentru cazul în care n e £ si n < О, puterea a" se definește astfel: 


2 -1 
а? = (a!) ыг [a ") „unde a^! este elementul simetric al elementului a. 
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Demonstraţie 


a) Pentru n < 0 rezultă: 


ey (er) - (e) е)" 
b) Pentru m, n e N se aplică teorema 10. 
Pentru m < O, n < O, putem scrie: 
aa = am (ёр - Гай (a? р 5 (a” сат" J: = (a7 р Ed 
Fie m > О si n < 0. Dacă m > [n|, atunci există r e N”, astfel încât m = -n + r. 


Rezultă a" -a” za nt! .a = (а" гаг" ха" =a -a ™™ >а = amr, 


În cazul m « [n| se obţine -m - n =r > 0. 


Rezultă: a" .a? -(a:a-.-a) (a) -(a-a-...a).(al.a!. ...al)- 
m m —n 
-(a a a) 2 (a) _ am+n 


-m-n 
с) Dacă m, n є N proprietatea este adevărată. Dacă m < 0, n > 0, 


atunci avem: (a” ) =(a™ ) =a(m)(-n) amn, Analog se analizează 


celelalte situații. M 


4.2. Legi de simplificare 


Demonstraţie 
a) Fie xoy=xoz. Compunem la stânga cu simetricul x ! al lui x 
-1 


și rezultă x lo(xey)=x!o(xez)> (x ox)oy = (x lox)oz= esy= 


=ecz=— y = z. 
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b) Fie хо2 = уо2. Compunem la dreapta cu simetricul lui z si 


rezultă (x ez)oz ! =(уо2)о2 ! > xo(zoz1)=yo(zoz 1) xoe=yce> 


= X = y. l 


© OBSERVAȚII 

1. În notatie aditivă relaţiile anterioare se scriu: 
х+у=х+25у=25іх+2= у +7 = х = у, reprezentând legile reducerii. 
În particular, x - x ^x 2 x = 0. 

2. Dacă (С, -) este un grup finit, atunci in tabla lui Cayley a grupului, 
pe fiecare linie (coloană) toate elementele sunt distincte. 
Intr-adevăr, dacă, de exemplu pe linia i ar fi două elemente egale, ele ar 
avea forma а,-ак -a;-a,,. Din legile de simplificare se obţine a, = ас, 
ceea ce nu se poate. 


I] Юе mulțimea М = (а, b, c, а} și legea de compoziţie M x M > M, 
(x. y) o х-у, astfel încât (М, -) este un grup. Să se alcătuiască 
tabla grupului, știind căb.a=bșib.b=c. 

Solutie .la b c d 
Tabla incompletă a grupului, conform enun- 

tului, arată ca în figura alăturată. 

Deoarece b. а = b, rezultáàb.a-b.e si 
din legea simplificării la stânga se obţine a = e. 
Pe linia a doua a tablei grupului trebuie sá apará 
și elementele a si d. Dacă : d = d, ar rezulta b = e = а si nu se poate. 
Rămâne numai posibilitatea b.d=așib.c=d. 

Astfel, a doua linie este b, с, d, a. 

Analog, a doua coloană este b, c, d, a. 

Produsul с. d nu poate fi egal cu c sau d, deoarece acestea apar si 
pe linia a treia si nici cu a, deoarece acesta apare deja pe coloana a patra. 
Rezultă că c - d = b si, analog, d : c = b. 

Observând elementele de pe liniile 3 si 4 se obține С.-С-авя14-4А-а. 


Probleme rezolvate 


O 1 
| 1. Fie Ae./5(Z£), А = Ё 1 Să se arate са: 


бос р 
с 
е) 


а а 


п 


алы аә 


+1 ж 
a) a” =È 5 | unde a, eZ, neN. 
. * . 
b) Pentru oricare m, п ex are loc relaţia ашу “Ад Адаг * ay ^ an. 
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Solutie 
a) Multimea .// (2) este parte stabilă a lui (€) in raport cu 
înmulțirea matricelor. 


Rezultă că А" є./ (2) pentru oricare n e N°. Fie А" = e p 
п>]. 
Din egalitatea А"! = А”. А = А.А se obține pentru пем: 
E RUE 1 її 2 li дын E an j -Í C d, ) 
Ca daJ (1 1 1 1)\с„ da 4, c. +4, a+c, b, +da 
an 


Aşadar, b, = c, si d, = a, + b,. Rezultă cà A” = SA ul 
b, а, +0, 


ж а Ё р 
n eN", iar din egalitatea А"! = А”.А se obţine 5s i 20 )- 


п-1 аһ + bna 
B b, an t ba 
пас a,+2b, J 


a 
Ё : 1 
Rezultă b, -a,,, si astfel A” Ч © ыг | 
An а„+ал, 
Din egalitatea АЛ” = A" . A? se obține: 
Ë +2 an+3 J > | an Anul (| А x. | an tânu an + 2an+1 J 
аһ+з An+2 +аһ+з аһ аһ an+ 1 2 an + 2an+1 2an + San+ı 
si, prin urmare, а. = a, + an1: 


= ад 
Aşadar, A” Ч 8, 2 | 
алы аһа 


а 


еј 


b) Folosim egalitatea A"'*" = A™ . A? și rezultă: 
| Am+n зэл 2 | am Amal J | an j Де 
am+n+1 am+n+2 аты am+2 алы аә 


| am'an Tami да Am `аһы +ањы `аһ+2 | 


аһ 'Amul fân 'Am+2 Sm+ ni + ањ-:2 'An+2 
Din această egalitate matricealà se obține relația an = аһ :а + 


? * 
+am+1'ân+ı pentru oricare m, neN. 


I| 2. Fie (G,-) un grup. Sà se arate că pentru oricare a, b, c є G, 


ecuatiile ax = b, ya = b si azb = c au solutie unicá. 
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Solutie 


Sá rezolvám prima ecuatie. 


Avem succesiv: ax = be ax = eb Фах = (aa !)b e ax = a [a !b). 


Folosind legea de simplificare la stânga se obţine x = аЬ. 


Analog ya = b Ф ya = be © ya = b(a a) ст уа = (ba ')a. 


Folosind regula de simplificare la dreapta 


se obţine y = ba `. 


azb = c &a(zb) = c o zb = alcoz=a lcb 1. 
EXERCIŢII 51 PROBLEME 


Е1. 


Е2. 


ЕЗ. 


A1. 


Pentru ecuatia azb = c, avem succesiv: 


Pe mulțimea G = Є \ (1) se definește 


legea de compozitie G x G > С, 
def 
(x. у) 2 хоу = х+у- xy. 


| RETINEM! 


ax =b > x =a lb 
ya-b—y-ba! 


azb-cz-alcb! 


EXERSARE 


b) Să se determine 4" si x", n» 1, 
хє G. 


E4. Pe mulțimea С =(4, +) se definește 
песет еее (e. °) este grup legea de compozitie G x G > G, 
comutativ. def 
b) Sá se calculeze in grupul G: (x. y) 2 x»y = xy 4(х+у) +20. 
(1-4), (1-4)? si 19. a) Sá se arate са (G,-) este un 

$us grup comutativ. 
Fie G- | 9 ас 2 b) În grupul (G, °) să se determine 
O 1 
" si x", n2 1 si . 
a) Sà se arate cà G este grup comu- POM WR sed 
tativ in raport cu inmultirea matri- 
celor. E5. Fie (G, -) un grup si a, b є G astfel 
b) Dacá A є G, sà se calculeze A", incát ab - ba. Sá se arate cá: 
пем. а) a2b = ba2; b) a2b3 = b3a2; 
c) aPb- ba", v n є N. 
Se consideră mulțimea G=(0, +) NM1 ) ü 
si legea de iiec aiia G x G у G, | E6. Fie (G, ) un grup, a, b < G si 
е: 
= х108:У 
(x. y) ә хоу = x 02у, х = aba 1. Să se calculeze: 
a) Să se arate cà (G, c) este grup a) x?; b) х; с) x", пем". 
comutativ. 
APROFUNDARE 


Fie (G,-) un grup si a, b є G, 


astfel їпсаї ab = ba. 54 se arate са: 


a) anb = ba”, V n e 7; 


b) anp" = b”a™, v m, n eZ. 
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A2. 


A4. 


A6. 


A7. 


D1. 


D2. 


D3. 


Fie (G,-) un grup si a, b є G, 


astfel încât a = b? si b=a2. Să se 
arate că: 


m 


3-e. 


a) dacă x = aba, atunci x 


b) dacă x = aba `1, atunci х 


. În grupul (G,.) se consideră ele- 


mentele a si b, astfel încât ab = e. 
Să se arate cá ba = e. 


Fie (G, -) un grup si a, b e G, astfel 
incát ab2 = e. Sà se arate cà ab = ba. 


(G. -) 


astfel încât x 


Fie un grup si x,yeG 
5-e si y? = xyx 1. 


Sà se arate cà y?! =e. 


În grupul (G,.) se consideră ele- 
mentele a, b, c astfel încât abc = e. 
Sá se arate са: a) bca = e; b) cab = e. 


Se consideră grupul (G, -) si a, b є G, 


astfel incát aba = bab. Sá se arate 


5 


са a^"-e, 


b? = e. 


dacà 51 numai 4аса 


A9. 


ж 1 п 
b) dacă 3n eZ, astfel ca (aba- ) =e, 


atunci b” = e. 


Fie (A, -) un grup, А = (a, b, c, d, eJ. 


Dacà ab = d, ca = e, dc = b, sà se 
alcătuiască tabla grupului. 


A10. Fie (С, -) un grup. Să se arate că 


А11. Fie о, т, Өє S4, 84 


G este comutativ 4аса are loc una 
dintre situatiile: 


a) x? =e, V x < G; 


b) (хур = x2y2, V x, y € G; 


c) (xy)! =x yl, v x,y € G; 

d) ху! -ух!, v x,y e G \ {e}; 

e) x? =e si x?y? = y2x2, V x, y e G; 
f) x? =e si (xy)? = (yz)2, V x,y < G; 
g) xy !-x ly, Үх,усб х (ер. 


1234 
3 1 42) 


1234), (12384 
“la a 4 33} 512 а 13] 


Sà se rezolve ecuatiile: 


Fie (С, .) un grup si a, b є G. Să se a) xo = т; b) ox = т; 

arate са: c) схт = 0; d) xo = ox; 

а) dacă x = aba 1, atunci x" = ab"'a 1, e) x2 = o; f x? = 0; 

VneZ g с201.х = 9407. 
DEZVOLTARE 


Fie (С, .) un grup cu proprietatea 
xy = 2х — y = 2. ба se arate că 
grupul G este comutativ. 

Fie (G, ·) un grup si a є G. Sá se 
arate că dacă xa? = ax?, v x є G, 
atunci G este comutativ. 


Se consideră un grup (G,.), cu 


. х . = ж 
proprietatea că există m, р є м, 
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D4. 


(m, n)=1, astfel încât (ху)" -(yx) 
si (xy) =(ух)",у х,уєб. Să se 
arate că G este grup comutativ. 

Fie (G, -) un grup. Să se arate cá 
dacă există п є N', astfel încât pen- 
tru oricare x, y < G, (хуу = xlyi, 
ie(n,n+1,n+2), atunci grupul 


G este comutativ. 
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9 Morfisme de grupuri 


Fie (G4, °) si (G5, *) două grupuri. 


4» DEFINIȚII 


e Funcţia f : G,— G, se numește morfism (omomorfism) de grupuri 
dacă f(xoy)-f(x)*f(y), V x, y €G. 

e Funcţia f : G, >G, se numește izomorfism de grupuri dacă f este 
morfism de grupuri si este funcție bijectivă. 


e Grupurile (Сү,е) si (G2,*) se numesc 
grupuri izomorfe si se scrie G, = G9, dacă НЫ 
între ele există cel puțin un izomorfism de 
grupuri. | | 
0” Exemple 
G— с» 


* Funcţia f:Z -> {-1, 1}, f(n)=(-1) este morfism între 
grupurile (Z, +) si ({-1, 1}, ). 


Într-adevăr, avem: f(m + п) =(-1)™*® =(-1)"-(-1)" = f (m)-f (п), Y m, neZ. 

* Funcţia f:D (0, о), (х) = 25 este izomorfism între grupurile (D,+) si 
((О, œ), -). Într-adevăr, funcția exponențială f este bijectivă si: f(x +y) = 2%*Y = 
-2*.2Y -f(x).f(y). Vx. y e R. 

Așadar, grupurile (E, +) si ((0, о), :) sunt izomorfe. 

*Fie 1,(С)с M,(€) mulţimea matricelor de ordinul n, inversabile. Funcţia 
f:L,(€)— Є, f(A) -det(A) este morfism între grupurile (L,(€).-) si (c. ): 
deoarece f(A.B) = det(A - B) = det(A) -det(B) = f(A).f(B), V A, B e Ip (Є). 

Problemåä lată 
Id Ре mulţimea 7 se consideră legile de compoziție: 

7х7-Ё, (х, Хэхэ Ба 

21х17, (x, cene a T 

a) Sà se arate cà (Z, °) si (7, L) sunt grupuri. 

b) Să se determine a, b є Z, pentru care funcţia f : Z > Z, 
f(x)=ax+b, este izomorfism între grupurile (Z, °) si (Z, 1). 
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Solutie 

a) Se verificá axiomele grupului. 

b) Funcţia f este morfism de grupuri dacă f(xey)- f(x) 1 f(y), 
Vx ye f. (1) 

Din relaţia (1) se obţine: a(x+y+1)+b=ax+b+ay+b+5, V x, y e 7, 
relație din care rezultă a =b + 5. 

Așadar, f(x)=ax+a-5. 

Pentru ca f să fie bijectivă este necesar ca f să fie injectivă și 
surjectivă. 

Din surjectivitatea funcţiei f, pentru y = a - 4 trebuie să existe x є 7, 
astfel încât f(x) = a - 4. 

Rezultă cá ax = 1, de unde se obţine a e [1, —1). 

Funcţiile f sunt: f(x) - x -4 si f(x) --x-6, care se constată că 
sunt bijective. 


Demonstratie 
f morfism 
a) Avem: f(ej) -f(e;-e) =  f(ej)-f(e). 
Simplificând cu f(e;) în grupul Go se obţine f(e;) = e>. 
b) Avem: f(x)-f(x") = Pet) =f(e,)=e, Vx eG. 


Din această relaţie rezultă: f(x): (f (хуу? =f(x)- f (x=) si, aplicând 
legea de simplificare la stânga cu f(x), se obține relația cerută, 
17 = aee V xe G). 

с) Pentru n = О rezultă f(ej) - eə, adică relaţia а). 


Ж 
Pentru neN , avem succesiv: 


f(x") = f(x) -f(x)-f(x"| =...=f(x)-f (x):...: f (x) -(f(x)). 


n 
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Pentru n < 0, avem succesiv: 


п) (а) (re) e reor = ron". m 


2 OBSERVATIE 

e [n scriere aditivă, relaţiile anterioare se scriu: 
a) f(0)=0; 
b) f(-x)--f(x) V x < Gi; 
с) f(nx)=nf(x), V xe Gi) sin e Z. 


Demonstratie 
a) Avem succesiv: 


h(xy)=g(f(xy))=g(f(x)-f(y))=g(f(x))-g(f(y)) =h(x)-h(y), Y x, y €G. 
b) Funcţia f! : G, > G, este bijectivă. 
Fie yy, yo € О». Deoarece f: G, — G> este functie bijectivă, rezultă 


că există хү, хо € Су, astfel încât f(xi)= y) si f(x2)= y>. 
Avem: f! (y,-y3) = f^! (£(x1)-f(x2)) = г! (f(xi:x2))- X1: X2 = 


=f'(yi)-f '(yo). 
Așadar, f ! este izomorfism de grupuri. Ш 


<» DEFINIŢII 
Fie (С, -) un grup. 
e Un morfism f : G >— О se numește endomorfism al grupului G. 


* Un izomorfism f : G — G se numește automorfism al grupului G. 
Multimea endomorfismelor unui grup G se notează End(G), iar 


mulțimea automorfismelor lui G se notează Aut(G). 
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[а] TEOREMA 15 

Fie (С,-) un grup. Atunci: 

a) (End(G), -) este monoid; 

b) (Aut(G), ») este grup. 
Demonstratie 

a) Din teorema 14 rezultă са dacă f,geEnd(G), atunci si 
fog e End(G). Compunerea funcţiilor este asociativă, deci si compunerea 
endomorfismelor lui G este asociativă. Funcţia identică lę este 
endomorfism al lui G. În concluzie, (End(G), °) este monoid. 

b) Dacă f, ge Aut(G), din teorema 14 rezultă cà fog e Aut(G). 
Compunerea funcţiilor pe Aut(G) este asociativă si admite ре 
lg e Aut(G) element neutru. Dacă f e Aut(G), atunci si f! e Aut(G), 


având în vedere teorema 14. Așadar, (Aut(G), °) este grup. Se observă 


са (Aut(G), °) este grupul unităților monoidului (End(G), o). M 


I Exemplu 
* Fie (Z, +) grupul aditiv al numerelor întregi. 
a) Să se determine monoidul (End(Z). °). 
b) Să se determine Aut(Z) și să se arate că grupurile (Aut(Z), °) si (Z2, +) sunt 


izomorfe. 
Solutie 


a) Fie f e End(Z). Rezultă cà f(n) = f(n-1) = nf(1), V n eZ, (teorema 13). 

Fie a = f(1); atunci un endomorfism al lui Z este funcția f, : Z > Z, f, (x) = ax. 

În concluzie, End(Z) = {fa | a e Z}. 

b) Deoarece Aut(Z)c End(Z), rezultă cà automorfismele lui Z sunt de forma 
ғ. (х) = ах. Dacă funcţia f, este surjectivă, atunci rezultă cà există x є Z astfel încât 
Б (x) = 1. Din această relaţie rezultă cà ax = 1 si de aici a e (-1, 1]. 

Așadar, Aut(Z) = (fj. f 4]. 

Definim 9: Z5 > Aut(Z), astfel: 9(0) = fi, e(1) = Ё. 

Evident, funcţia p este bijectivă. De asemenea, ọ este si morfism de grupuri, 
deoarece: 

о(0-0)-0(0)-4 si o 
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» COMENTARIU 


a) Cele două table ale operaţiilor grupurilor 


sunt redate alăturat. 


structură cu următoarea tablă: e | е a. 


Se observă că aceste table au aceeași 


е a 


aja е 


= O 
O m 


b) În general, două grupuri cu un număr finit de elemente sunt 
izomorfe dacá tablele operatiilor lor sunt la fel structurate. 


[] TEMÁ DE PROIECT 


1. Să se arate că funcţia f : €* — R*, f(z) = | z | este morfism între grupurile 


EXERCITII SI PROBLEME 


Е1. 


E2. 


E3. 


E4. 


(С*, й ) si (R*, 5 ). 


2. Se notează € (R) mulțimea funcțiilor continue pe R si 77 (D) mulțimea 


funcţiilor derivabile pe R cu derivata continuă. Să se arate că: 

a) (€ (D), +), (€ '(E), +) sunt grupuri comutative. 

b) Să se arate că funcţia o : ЄЮ) > € (E), o(f) = f', unde f'este derivata 
funcției f, este morfism de grupuri. 
c) Sá se determine mulțimea М = (f e €'(E) | o(f) = 0}. 


Fie (G, +) un grup, unde G = Z, €, R, 
€, si a є G. Sà se arate cà f : G — G, 
f (x) = ax este un endomorfism de 
grupuri. În ce caz f este automor- 
fism de grupuri? 

Fie (C +) grupul aditiv al numerelor 
complexe. Să se arate cá f : € — €, 
f(z)=z este automorfism de 
grupuri. 

Fie (c. j grupul multiplicativ al 
numerelor complexe. Să se arate 
că f:€ 5 €, Ї(2)-2 este auto- 
morfism de grupuri. 


Notăm ©(/7) = {а+ъ/7 | a,be e. 
Sà se arate cà: 
a) (e (v7 ) 5 +) este grup comutativ; 
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ЕБ. 


Е6. 


EXERSARE 


b)f:0(/7) (1/7), {(а+ъ/7) -a-b/7 


este automorfism de grupuri. 


Se considerá multimea: 


x X 
м- [ace ata) [e zen). 


Să se arate că: 

a) (M, +) este grup; 

b) f : R — M, f(x) = A(x) este izo- 
morfism de grupuri între (D, +) si 


(M, +). 


Pe multimea D se definesc legile de 
compoziție хсу-х-у-а, 

хїу-х-ау-1. Să se determine 
a, b є R pentru саге f : R Б, 
f(x) = x + b, să fie izomorfism între 


grupurile (Г, °) si (R, 1). 


Algebră e |. Grupuri 


E7. 


E8. 


Al. 


Fie G = (-3, 3) si legea de compo- 


zitie pe G, reya dul A Să se 
9 + xy 

arate cà: 

a) (G, о) este grup comutativ; 

3+x 

3-x 

izomorfism între grupurile (С, °) 


si (D, +). 


este 


b) f : G > D, f(x) = log, 


Fie F=(f,, f2, fs, £j) unde £:K 5E, 

1-1,4 și Ы(х)-х, 5(х)--х, 
1 1 

fs (х) = =, f(x)---. 


Sà se arate cá: 
a) (F, °) este grup comutativ; 


E9. 


b) (F, °) este izomorf cu grupul lui 
Klein. 
Fie F = (f,, f2, fs) unde f; : R\{O, 1) > 
>R\{0, 1}, i=1,3 si f, (х) = х, 
1 1 
£. =—, f -1--—. Să 
2 (x) PE 3 (x) = Să se 


arate că: 
a) (F, °) este grup comutativ; 


b) (F, °) = (Z5. 4) 


E10.Fie (С, .) un grup si a є G. Ре G 


se defineste legea de compozitie 
G x G >G, (x, y) — xo y = xay. Sà 


se arate cà (G, -) este un grup si 


(с. °) = (6. 3. 


APROFUNDARE 
la A4. Pe mulțimea С = (3, +) se consi- 
Fie G-4A(a)- аср.,. Să р 18: 
O 1 deră legea de compoziție x-y= 


se arate că: 
a) (G, -) este un grup comutativ; 


b) (G, -) = (R, +). 


10 a 
a2 

Fie G=; A(a)=|-a 1 -— || ae 
00 1 


Sà se arate cá: 
a) (G, -) este un grup comutativ; 


Ы (G, -) = (R, +). 


0 1 O 
. Fie A=|0 O -1| și mulțimea 
-1 O O 


м-(А" | nəl. Să se arate cà (M, -) 


este un grup comutativ izomorf 
cu un grup multiplicativ de 
numere complexe. 
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A5. 


A6. 


= xy — Зх – Зу +12. 
а) Să se arate că (С, -) este ип grup 


comutativ. 
b) Sá se determine a, b є R, pentru 


care #:0; >G, f(x)=ax+b este 


izomorfism între grupurile 
((0, + о), ) si (G, °). 
cos a 


sina 
Fie о, А J see] 
-sina cosa 


si G5 = (ze € | lz| - 1]. Sá se arate 


са (Су,.) si (65, -) sunt grupuri 
izomorfe. 


2b 
Fie a-l | a,b e @, 2-a- 


si G, = {x + yvV2 | x, y €Q, х? - 
-2y? = 1} . Să se arate că grupurile 


(Gu, :) si (G2, -) sunt izomorfe. 
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A7. Fie G = (-2.5) și legea de compo- 


zitie G x G — G, (х,у)-эхсу- 
= arctg(tg x + tg y). Sá se arate că: 
a) (G, о) este un grup comutativ; 
b) (G, °) = (R, +). 
АВ. Fie G = (1, + о) si legea de compo- 
zitie G x G 5 G, (х, y) oxey- 
2 /х2у? 


a) Sá se arate cá (G,») este un 


x? - y? +2. 


grup comutativ. 
b) Sá se determine a, b є R, pentru 


care funcția f:(0 х) 5G, f(x) =Vax+b 
este izomorfism intre grupurile 
((0, +œ), -) si (G, °). 

A9. Fie (G, ) un grup si a є С. Sá se 


arate că f, :G > G, f, (х) = аха! 


este automorfism al grupului G 
(f, se numeste automorfism interior 


al grupului G). 
A10.Fie (G, ) un grup. Sà se arate са 


f: G > G, f(x)-x! este auto- 
morfism al grupului G dacá si 
numai dacá G este comutativ. 


A11.Se considerá functia f, 


; 0 
09-10, х» si 


: G G, 


0, x<0 
Е = ffa [а e(0, + ®)} . Să se arate că: 


a) (F, °) este grup comutativ; 
b) (F, °) = ((0, + ©), ). 


A12.Sà se arate că grupurile (С, .) cu trei 


elemente sunt izomorfe cu (Z3, +). 


DEZVOLTARE 


D1. Să se arate са: 


a) (p, +) Z (e°, ): 
ы (e°, ) (©. )- 


D2. Fie (G,,:) si (G;,,.) două grupuri 
abeliene si Hom(G,, G.) = íf : G, > 
— G,| f morfism de grupuri). Să se 
arate са (Hom(G,, С,), +) este un 
grup abelian. 


© Subgrupuri 
Fie ( 


D3. Fie (С,-) un grup abelian. Să se 
arate că grupurile (Z, +) si (Hom(Z, 
G), +) sunt izomorfe. 


04. Să se determine: a) Hom(Z, Z); 
b) Hom(€, €), c) Hom(C, Z). 


D5. Sá se arate cà: 
a) grupul (Z, x Z;, +) este izomorf 
cu grupul lui Klein (K,.); 
b) grupul (Z, х Z;, +) este izomorf 
cu grupul (Z, +); 
с) (E, x Za +) = (Zoan +) ^ (т, n)-1 


G, -) un grup in notație multiplicativă si H с G o submulțime 


nevidă. 


<» DEFINIŢIE 


* Mulțimea H se numește subgrup al lui С, dacă perechea (Н, |) 


formează grup. 
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IS Exemple 

* (Z, +) este subgrup al grupurilor aditive (Q, +), (R, +), (€, +). 

• ((0, + о), ) este subgrup al grupurilor multiplicative (e`. ) si (€. ). 

• Fie GL, (Є) mulțimea matricelor inversabile de ordin n cu elemente numere com- 
plexe și M mulțimea matricelor de ordinul n cu determinantul egal cu 1. Perechea 
(M, -) este subgrup al grupului (GL, (€), -). 

* Fie (К, ) grupul lui Klein. Multimile Н; = {е, a], H> = fe, b}, Нз = fe, с} sunt sub- 
grupuri ale lui K. 

* Multimea H = (0. 2) este un subgrup al grupului (24, +). 


Ф, 
+» 


DEFINITII 

* Dacă (С, -) este un grup cu elementul neutru e, atunci ({е), :) si 
(G, -) sunt subgrupuri ale lui G, numite subgrupuri improprii. 

° Orice subgrup al lui G diferit de subgrupurile (е| si G se numesc 

subgrupuri proprii. 


Demonstratie 

a) Folosind proprietatea elementului neutru rezultă е.е'=е', in 
grupul G, si e'.e'-e' im H. Din egalitatea e.e'-e'.e', cu legea de 
simplificare la dreapta, se obține e = e'. 

b) În grupul О, avem x'.x-e, iar în grupul H există egalitatea 
x"”.x =e. Rezultă x'.x-x".x. Folosind legea de simplificare la dreapta 
se obține x' = x". M 

Din teoremă rezultă că elementul neutru al unui grup (G,.) este 
element neutru în oricare subgrup H al său, iar simetricul unui 
element x e H coincide cu simetricul lui x în G. 
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b) V x, yeH xy"! e H; 
с) 1. H este parte stabilă a lui G; 
2.v xcH-x' eH 
Demonstratie 
a) > b) Dacă H este subgrup al lui G, atunci (Н, -) este grup. Fie x, 
y e H. Din teorema 16 rezultă са y ! e H. Deoarece H este parte stabilă 
a lui G se obține cá xy ! eH. 


b) > c) Fie x € H. Atunci x ! eH si din b) rezultà x.x | eH, deci 


1 se obtine cá xlze.xleH. 


Asadar, H contine odatá cu un element si simetricul acestui element. 


e e H. Folosind b) pentru x =е si y=x 


-1 

Fie x, y eH. Atunci y e H, iar din b) rezultă са x-y = xy) e H. 
Așadar, H este parte stabilă a lui G. 

с) = a) Să arătăm cà (H,.) este grup. Din ipoteză rezultă са H 
este parte stabilă a lui G în raport cu operaţia indusă. Proprietatea de 
asociativitate a operaţiei grupului G este moștenită si de operaţia 
indusă pe Н. Dacă x e H, din ipoteza cà x ! e H rezultă cà e-x.x le 
eH... 

In concluzie, (Н, .) este grup, deci este subgrup al lui G. M 


Probleme rezolvate 

1. Fie (Су, -) si (С, -) două grupuri cu elementele neutre e, si e», 
iar f : G, > G> un morfism de grupuri. Să se arate са mulțimile: 
Kerf = (x eG, | f(x) = ej] cG, Imf = (f(x) хес) cG 
sunt subgrupuri ale grupurilor Сү, respectiv Со. 


Solutie 
Să arătăm că Kerf este subgrup al grupului G}. Fie x, y e Kerf. 


Atunci f(x) = e> si f(y) = e> si se obține: Цх y! = (х). f(y) = f(x): 
(£()) -ej9:e5!-e,, deci xy ! e Kerf. Conform teoremei 17 rezultă 
cà Ker f este subgrup al grupului Сү. 

Să arătăm că Im f este subgrup al grupului Со. 

Fie x, y eImf. Atunci există xj, y; є Оу, astfel încât f(xj)-x si 


f(y1) = y. 
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Din xi -yı € G se obţine că х-у! = f(x) (f(y1)) -f(x)-f(y;!) - 
=f (xı yi) є Imf, deci Im f este subgrup al grupului Со. 


Subgrupurile Ker f si Im f se numesc nucleul, respectiv imaginea 
morfismului f. 


2. Fie (С, ) un grup si H o submulțime nevidă și finită a lui G. Să 
se arate cá următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
a) H este subgrup al grupului G; 
b) H este parte stabilă a lui G în raport cu operația grupului G. 


Solutie 

a) = b) Se aplică teorema 17. 

b) > a) Fie Н = (xj, X5. .... Xp} parte stabilă a lui G. 

Vom aráta cá dacà x eH, atunci x ! eH. Deoarece H este parte 
stabilă a lui G rezultă cá elementele xx], Ххо,..., XX, € H, deci (xxi, 
XX9, .., XXn} c H. Deoarece elementele xX], XX3, ..., xx, sunt distincte 
două câte două, rezultă са (xxi, XX9, ..., XXn} = H. Din x eH rezultă cá 
există іє (1, 2,... n], astfel încât х = х.х;. Folosind legea de simplifi- 
care la stânga în grupul G se obţine са х, = e, deci ee H. Atunci există 
je (1, 2,..., п) astfel încât e = x .x,, de unde rezultă cà x ! € H. Conform 
teoremei 17 se obtine cá H este subgrup al grupului G. 


3. Fie (С, -) un grup si Hj, H5, subgrupuri ale lui G. Să se arate са 
Н; ^ H> este subgrup al lui G. 
Solutie 
Fie x,yeH, ^ Н». Rezultă са х, y eH, si x, y e H3. Deoarece Н, 
si H, sunt subgrupuri, conform teoremei 17 rezultă cà x.y ! eH, si 
x-y! e Н», de unde se obține cà xy ! eH, ^ H4. Așadar, Ну СН, este 
subgrup al grupului G. 


© OBSERVAȚII 

e Dacă Н}, Н», .... Н, sunt subgrupuri ale lui G, atunci Ну ГОН, n... 
^H, este subgrup al lui G. 

e раса H,, H> sunt subgrupuri proprii ale lui G, atunci G z Ну Ë Ho. 
Într-adevăr, dacă presupunem că G = Н, u Hb, fie x, y є G, astfel încât 
xe GH și yeGNH,. Deoarece x, y eG, rezultă că xy eH, sau 
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xy e Hə. Dacă, de exemplu, xyeH,, atunci există hi € H}, astfel са 
ху =h}. Atunci y = x`! Һу e H}, în contradicţie cu y e G Ñ Н}. 
Analog se arată са xy e H9. Așadar, С + Н; H>. Rezultă că orice 
grup пи se poate scrie ca reuniune de două subgrupuri proprii. 


Subgrupurile grupului aditiv (Z, +) 
Fie (7, +) grupul aditiv al numerelor întregi. 


[= TEOREMA 18 
Fie HcZ о mulţime nevidă. Atunci H este subgrup al grupului 
(Z, +) dacă și numai dacă există n e №, astfel încât 


H-nZ-[nx|xez). 


Demonstratie 
„<“ Să arătăm cá pentru V n e №, mulțimea H = n£ este subgrup 


al lui Z. 

° Pentru n = 0 rezultă 0.7 ={0} si se obține subgrupul nul. 

e Pentru n - 1 rezultă 1.2 =Z si se obține subgrupul total. 

Fie n22 si Н = п7. Dacă x, y e n£, există р, qeZ, astfel încât 
x = np si y = nq. Atunci x-y = np- ng = n(p-q)e n£ = H. 

Conform teoremei 17, H este subgrup. 

„=>“ Să arătăm са dacă H este subgrup, atunci există n є N', 
astfel încât Н = mf. Dacă Н este subgrup impropriu, atunci 
Н = {0} = 02 sau Н=7=17. 

Fie Н subgrup propriu al lui Z si x eH. Rezultă са -x < H, deci 
multimea H contine si numere strict pozitive. Notám cu n cel mai mic 


număr pozitiv nenul din H. 
Deoarece H este subgrup, rezultă са O e H, iar din faptul cà n e H 


se obţine că n.p eH, pentru oricare pe Z. În concluzie, nZ c H. 


Să arătăm incluziunea reciprocă H c nZ. 
Fie x eH. Din teorema împărțirii cu rest, rezultă că există р, гє Z 


astfel încât x =np+r,0 <r <n-1. раса г zO, din relația r =x -np eH, 
rezultă са г e H. Deoarece г < n, se contrazice faptul cà n este cel mai 
mic număr pozitiv din H. Așadar, г-0 si x-npenZ, de unde se 


obține H c nZ. 
In concluzie, H = nZ si teorema este demonstrată. Ш 
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Poblemă rezolvată 


Fie (7, +) grupul aditiv al numerelor întregi. Să se determine inter- 


secția subgrupurilor 27 și 37. 


Solutie 
Fie x 227 ^3Z; rezultă că x e 2Z si x e 3Z, deci există m, n eZ, 


astfel incát x - 2m si x - 3n. 
Rezultă cá 2m = Зп si se obţine cá n este număr par, п -2k. 
Așadar, x = 6k e 67, deci 27 37 c 67. 
Să arătăm și incluziunea reciprocă. Fie x e 67, deci x = бр, cu p e £. 
Atunci х= 6p - 2: (3p) є 22 si x =3.(2p)e 37, deci x є 22 37. 
În concluzie, 27 (^ 3Z = 67. 


EXERCITII SI PROBLEME 


EXERSARE 
El. Fie M- (22 | йе z). Să se arate cà b) Să se arate că dacă Ac Zg este 
parte stabilă în raport cu adunarea și 
(М, -) este subgrup al grupului (e. ). 16 A, atunci А = Zg. Generalizare. 
E2. Se considerà multimea E5. Fie (G, ) un grup. Să se arate că: 
M= |Р s a,b € 3 Sá se arate a) multimea Z(G) - {ж e G | ax = xa, 
о: V a e G) este subgrup al lui G, nu- 
cà (M, :) este subgrup al grupului mit centrul grupului G; 
b) G este comutativ dacă și numai 
(v(m (€). ) dacă G =Z (G). 
E3. Fie M = (o | a,beD { si E6. Sà se determine subgrupurile gru- 
оь š рийн lui Klein, (K, -), K = (e, a, b, 


E с} si sà se arate cà grupul K se 
ас 

роаїе scrie са reuniunea a trei 
subgrupuri proprii. 
a) Sá se arate cà (M, -) si (а. ) 


sunt grupuri. E7. Fie Mc # М = {2х + Зу | х, ye 2} š 
b) (m, ) este subgrup al grupului 54 se arate са (M, +) este subgrup 
(M, -). al lui (Z, +). 

E4. Fie М с Zg, М = (6, 3, 4) Я E8. Sà se arate са multimile: 
a) Sá se arate cà (M, +) este sub- AME (o «| К> e). 


grup al lui (Ze, +). 
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E9. 


A1. 


A4. 


a,b,c e 3 sunt sub- 


9-5: 


grupuri ale grupului (Ma (R), +) : 


x2 = е}. Multimea Н este subgrup 
al lui G? 


. Fie (С, -) un grup si H un subgrup 


propriu al sàu. 54 se arate cà dacà 
f, g : G — G sunt două morfisme de 


grupuri, astfel încât f(x)=g(x), 
V xe G ХН, atunci f = g. 
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det (А) = +1). 

Sà se arate са (SL; (R), ) este sub- 
grup al grupului СІ (0), numit 
grupul special liniar. 


: a b 
Fie SL; (D) - A = 229 € Ma (R) 
APROFUNDARE 
Fie (G, ) un grup si H}, H, două || Аб. Să se determine subgrupurile G ale 
subgrupuri ale sale. Sá se arate cá grupului (D, +) astfel încât funcția 
dacă Ну U H> este subgrup al lui f:G > D°, Ї(х)-сов(лх) să fie mor- 
G, atunci H H, sau Н Hı. " 
PESOS LEE fism intre grupurile (G, +) si (є ; ). 

Fie (G4, :) si (G2, -) două grupuri si 
Н с Су, un subgrup al lui С. Să AZ. que (G, ) un grup осо endo- 
se arate că dacă f:G, 5 G9 este mortem de grupuri. Sà ве arate: са: 
morfism de grupuri, atunci mulți- a) H= {x eG | f(x)- x) este sub- 
mea f(H)= {f (x) | хє H) este sub- grup al grupului G; 

b) dacă G este comutativ, atunci 
grup al lui G3. _1 

multimea Н, -|кєв | Ї(х)-х | 

. Fie Н, si H, subgrupuri ale grupului este subgrup al lui G. 
tati ; i H="h h 

шэнги (c 1) us ( зал A8. Fie f:Z 2, un morfism între gru- 
һен, $i hz €H}. Să se arate purile (Z, +) si (Zn, +). Să se de- 
că (H, L) este subgrup al lui G. términe Ker £ 
Fie (G,.) un grup si H = (х e G | | A9. Fie m, n € N°. Să se demonstreze cá 


nZ ^ mZ - [m, n|Z, unde [m, n] este 


cel mai mic multiplu comun al 
numerelor m si n. 


A10. Fie (С, -) un grup, H un subgrup 


al său si x e G. Sá se arate cá mul- 
timea xHx!- (xn | he н) este 
subgrup al lui G. 
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9 Grupuri finite 
Fie ( 


G,-) un grup. Grupul (С, -) se numește grup finit dacă mul- 
timea G este finită. Dacă С -[a,,a5,..., ay], numărul neN' se nu- 
meste ordinul grupului si se notează ord(G). 


Deoarece ord(Z,)- n rezultă că există grupuri finite de orice ordin. 


7.1. Subgrupul generat de un element 


Fie (С, -) un grup si a e G. Se notează (a) = fa” | ne z} mulțimea 
puterilor întregi ale elementului a. 

Mulțimea (a) este parte stabilă a lui G. 

Dacă x, y € (a), atunci există р, q € Z, astfel încât x = aP si y = а". 
Atunci xy ! = aP (ач ) -aP.a'45-aPe(a). 

Conform teoremei 16 rezultá cá (a) este subgrup al grupului G, 


numit subgrupul ciclic generat de elementul a e G. 


IS” Exemple 
* (e) = le] si este subgrupul nul al grupului С. 
* În grupul (7, +) avem: (2) = 22, (3) = 37 si, in general, (n) = nz. 
* În grupul (€. ) avem: (1) =Í-1,1,i,—il = 04. 


^ 


+ În grupul (Zg, +) avem: (2) = (6, 2, 4, 6), (â) = (0. 4}, (i) = Za. 
2 OBSERVAȚIE 


° În oricare grup (G, -) avem: (х) = (x71). 


7.2. Ordinul unui element intr-un grup 
Fie (С, -) un grup si a eG. 
** DEFINIȚII 


• Se numește ordin al elementului a si se notează ord(a) ordinul 
subgrupului (a). 

e Un element ae G se numește de ordin finit dacă ога(а) є N' si de 
ordin infinit in caz contrar. 
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IS” Exemple 
* În orice grup (С, ), ога(е) =1. Elementul neutru al grupului este singurul element 
de ordinul 1. 
* În grupul Klein (K, -), oricare element x z e are ordinul 2. 


+ În grupul (24, +) avem: ord(2) -2, ord(3) - 4, ога(1| = 4. 

© OBSERVAȚIE 

• Dacă aeG se observă uşor cá ord(a) este cel mai mic număr 
natural nenul n pentru care a" = e. 
Într-adevăr, dacă ord(a)- p«n, atunci mulțimea Н = le, a, a2,..., 
аР este subgrup al lui G si este chiar grupul (a). Se obține astfel 


o contradicție, deoarece ord((a)) = n z p. 


"| TEOREMA 19 
Fie (G,:) un grup, a e G \ {е} si n =ord(a). 
Dacă p e Z, astfel încât aP = e, atunci n | p. 
Demonstratie 
Fie aP = e. Din teorema împărţirii cu rest rezultă că există qe Z si 


гє (0, 1, 2,..., п-1, astfel încât р = па +г. Dacă rz0 rezultă е=аР = 


q I "n EE E 
= ага anda = (а") -a! «e.a! = а", în contradicţie cu definiţia ordi- 


nului unui element. 
Așadar, r=0 si p = nq. Rezultă că n | p. M 


Pollemă rezolvată 
Fie (С, -) un grup si a, b eG. Să se arate că ord(ab) = ord(ba). 
Solutie 

Fie п =ord(ab). Rezultă са (аЬ) = e. 

Avem ab- (ab)?! = (ab)-(ab)....:(ab)=a.-(ba)-(ba)....(ba).b. 


п+1 п 
Folosind legea de simplificare la stânga cu a si la dreapta cu b se 


obține e -(ba)", (1). 


Să arătăm că n este ordinul lui (ba). Fie ord(ba)=p. Din teo- 


rema 19 rezultă că p | n. Din relația (ъа)? = e, se obţine succesiv: 
ba = (ba)P*! = (ba)-(ba)-....(ba)- b-(ab)-(ab)...-(ab)-a, (2). 


p+l p 
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Folosind legea de simplificare, din relaţia (2) se obține e = (ab). 
Deoarece n = ord(ab), din teorema 19 se obţine n | p. 
Așadar, п = p și elementele ab si ba au același ordin. 


7.3. Teoreme remarcabile în teoria grupurilor finite 


Fie (С, -) un grup si Н un subgrup al lui G. Pentru x e С notăm: 
xH = [xh | heH}. 


[i] TEOREMA 20 

Fie (С,-) un grup finit, H subgrup al lui G si x, y e G. Atunci: 

a) mulțimile H și xH au același număr de elemente; 

b) xH = УН sau xH ^ yH = Q. 
Demonstratie 

a) Aràtám cà H si xH au acelasi numàr de elemente. Definim 
funcţia f : H o xH, f(h) = xh și arătăm са f este bijectivà. 

° Injectivitatea. Fie hj, һә ЄН cu proprietatea cà f(h,) -f(h;). 
Rezultă cá xh, = хїї, și folosind regula de simplificare la stânga se 
obține că h; = h>. Așadar f este injectivă. 


e Surjectivitatea. Fie y є xH. Rezultă că există h є Н astfel încât 
y = xh. Atunci avem са f(h) = xh = y, deci f este surjectivă. 
Așadar f este bijectivă și astfel card(H) = card(xH). 


b) Deosebim cazurile: 
° y є ХН. Vom arăta cà xH = ун. 
Fie z e УН. Rezultă că există h,, heH astfel încât у = xh si 


z = уһ. Se obţine са: z = yh, =x(hh,)exH deci yH c xH. 

Reciproc, fie z є xH, deci există h; eH cu z=xh,. Rezultă că 
z = Хх = (yh n, = y(h^hi) є уН deci xH c Ун. Așadar xH = ун. 

° y е xH. Von arăta cà хН љун =Q. Presupunem că există 
ze XHAyH. Atunci z є xH si z є УН, deci există һу, hə eH astfel încât 
z = xh;, z = yh. Așadar, уһ = xh, sau у= x(h, ha!) e xH in contra- 


dictie cu ipoteza. 
În concluzie xH уН = Ø. Ш 
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© OBSERVAŢIE 
e Rezultatul anterior ne arată că dacă H este un subgrup al grupului 


(G,-), mulțimea С poate fi partiționată in submultimi cu același 
număr de elemente de forma xH, cu x e G. Așadar există elementele 
Хү, X9,..,Xy eG astfel încât G =(xiH)o(xəH)u...o (pH), unde 


mulțimile xjH, x>H,..., xyH sunt disjuncte două câte două. 


Demonstrație 
a) Grupul G, având ordinul n, poate fi 
scris G = Íxi, Хо,...‚ Xy]. 


Considerăm mulțimea ./= (xH li= ln) 


si fie r =card(M). Se observă uşor cà G 


este reuniunea multimilor х,Н, care sunt 
elemente ale lui .Z Cum card(H)=card(x;H), x=1,n, se obține 
egalitatea card(G)=r-card(H), adică n =r-ord(H). 

Asadar ord(H) divide n =ord(G). 

b) Dacă a e С, iar k =ord(a), considerăm (а) = (e, a, af, ..., a] 
si vom avea cá ord((a)) divide ord(G). Dar cum ord((a)) = ord(a), se 
obtine cá ord(a) divide ord(G). M 


Potleme rezolvate 
k 1. Fie (G,-) un grup finit cu ord(G)=p. Să se arate са dacă p 
este număr prim, atunci G nu are subgrupuri proprii. 
Solutie 
Fie H c G un subgrup al lui G. Din teorema lui Lagrange rezultă 
că ord(H) divide numărul p, deci ога(н) є 1, p}. Așadar, Н-(е| sau 
H = G, deci H este subgrup impropriu. 
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© OBSERVAȚIE 
° Grupurile aditive (Z5, +), (23, +), .... (Z, +), + cu p număr prim, nu 


au subgrupuri proprii. 


2. Să se arate că toate grupurile care au ordinul un număr prim p 
sunt izomorfe. 


Solutie 

Fie (С, -) un grup de ordin p. Deoarece p este număr prim, grupul 
G are doar subgrupuri improprii. 

Dacă x eG fe}, atunci ord((x))=p, deci G = (x). Așadar, grupul 
G este grup generat de un singur element x € G, (grup ciclic). 

Fie G= le, х,х?°,..., E Atunci funcţia f:G > 75. f(x*) = Kk, 
este un izomorfism de grupuri, fiind funcție bijectivă, iar f (x* x) = 
sj h) =К+К| si Ц(х“)-4(х5)-К»К, =k+k.. 

Rezultă că grupul (С, -) este izomorf cu grupul (Zp +). Aşadar, toate 


grupurile cu p elemente sunt izomorfe си Z,, deci izomorfe între ele. 


3. Fie (С, -) un grup de ordinul 4. Să se arate cà G =#, sau 
G = К, unde К, este grup de tip Klein cu patru elemente. 


Solutie 

Fie a e G\ {e}. Deosebim situațiile: 

e ord(a)=4. Atunci G = (a) = le, a, аг, а? si rezultă că f : G > 24, 
f (a*) = К este izomorfism de grupuri, (verificaţi). Așadar (С,-)-1ё.,-). 

° ord(a)<4. Din teorema lui Lagrange rezultă са ord(a) e 7, ={1, 2, 4). 
Cum aze si ord(a) 2 4 se obţine са ord(a)=2. Așadar orice element 


aeGile! are ordinul 2, deci G este grup de tip Klein. 


© OBSERVAȚIE 
* Din problemele anterioare rezultă că grupurile cu 2, 3, 4, 5 elemente 
sunt comutative, deoarece ele sunt izomorfe cu 5, 43, Z4, Z5 sau 


К, care sunt comutative. 
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[d] 4. Fie n es". Să se arate că dacă a e Z, astfel încât (a,n)=1 


atunci a") -1=0 (modn). (Teorema lui Euler) 
Solutie 
Considerăm monoidul (Z,, :) si fie (4(Z,).-) grupul elementelor 


inversabile ale acestui monoid. 
Deoarece ord(^/(Z,)) = o(n), pentru (a, n) =1, vom avea са 


a* 9) = 1, ceea ce este echivalent cu а®") = 1(тоап). 


© OBSERVAȚIE 
° Dacă peN este număr prim, atunci pentru a e Z, (a, p)=1 se obține 


că o(p) - p-1 si aP” | =1(modp). (Teorema lui Fermat) 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
Е1. Să se determine subgrupul generat 2 Í n 1 
de elementul x în grupul specificat: MEA | TEN ү: 
a) x = 2 in (Z, +); a) Să se arate cá (M, ) este grup 
b -1, ñ in (Є',.}; comutativ. 
a et i) E ( ) b) Să se determine ordinul fiecărui 
c) хє (3, 4) în (Za. +); element A € M. 
a A). a b 
d) x c (8, 6) in (218, +); E5. Fie в- е «есею siber}, 
123) 
e)x- sanl a (Ss. -). a) Să se arate cà (G, -) este grup. 
b) Să se determine elementele lui 
E2. Să se determine elementele de or- G de ordinul 2. 
dinul m în grupul specificat: c) Să se arate că matricele 
a) (6)-) m=2; b)(Z,, +), m=2; ast act asum 
о -1/ ' 0 -1 
c) (224, +), m = 3; (c , ). т = 4. grupul С ordinul 2, dar АВ аге 


ordinul infinit. 
E3. Să se determine ordinul elementelor: 


PIER E6. Să se determine ordinul permutárii 
a) 2, 5, 6 în grupul (То, +); 


o e Sa» în cazurile: 


b) 1, 2, 5, 6 în grupul (u (111). -). 8-1 2 d 
001 3 2 1) 

E4. Fie A-|O 1 0|с./3(Б) si “1 2 2) 
100 3 1 2) 
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E7. 


A1. 


рі. 


р2. 


f morfism de grupuri). Să se arate 
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) 1 2 3 4 a) Sà se arate cà (G, ) este un grup 
c) o = : 
7748312 finit. 
1234 b) Sá se determine ordinul fiecárui 
d) o= ; element al acestui grup. 
3 1 4 2 
a b 
т 1 2 3 4 5 E8. me в-1А-| aJ | dea =al. 
15 41 3 2 Š 
a) Sà se arate са (G, .) este grup. 
n 
pre ыраса A-(5 о) e n-(' i) 
аса А = si B = : 
Fie G = ne 1 O) -1 0 
0100 ; i 
-— б sá se arate cá ord(A) - 4, ord(B) - 6, 
iar AB are ordinul infinit. 
APROFUNDARE 
Fie (G,.) un grup finit necomu- a) Sá se arate cá (G,.) este grup 
tativ de ordin n. necomutativ si sá se alcátuiascá 
a) Să se arate cá nu există x eG, tabla grupului. 
astfel incát ord (x) 4 5) Sà se determine elementele de 
9 4 2 ordinul 2 din grupul G. 
b) Să se arate că pentru oricare 
x < G, x" = e. АА. Fie (G, ) un grup si x, y €G cu propri- 
12 . 4 x = 4 = m 3 
е e Ч! 1 ЫГ JG | etatea cá ord(x) = 3, y^ = e, xy = yx. 
о 1)\0 rii OJ li 0 Să se arate că dacă y €G \ {е}, 
0 1 о -11(1 01(-410 atunci ord(y) = 2 si ух = xy. 
1 OJ 1-1 o'o i/'|0 -iJ` 
A5. Fie (С, -) un grup si x, y eG V {е} 
a) 84 se arate са (G, ) este grup. ë 
Să se alcătuiască tabla grupului. astfel încât ord(x)-2, y'-e si 
b) Sá se determine ordinul fiecárui ху = ух. Să se arate cá ord (у) = 
element din G. : 
= 3 si xy = yx. 
rie c (1 9) (1 o) (310 : "€ 
не G=] o ilg allo ip || А6: Fie (С,-) un grup finit și a, b € G 
1-4 astfel încât ab = ba, iar ord(a) = m, 
Ї M c Ma (€). ord(b)=n. Să se arate cá dacă 
(m, n)=1 atunci ord(ab) = m.n. 
DEZVOLTARE 
Să se arate că: că (Нот (61, G3). +) este un grup 
a) (7, +) (z [i]. +); abelian. 
b) (2[i]. +) (efi]. +). D3. Fie (G,:) un grup abelian. Sà se 
. : , А arate că grupurile (7, +) si (Hom(Z, 
Fie (G,,:) si (G, : ) două grupuri abe- G), +) sunt izomorfe. 
li iH С,, G) = :f : G G 
еве ношод ( 1 > Gal D4. Să se determine: a) Hom(Z, 7); 


b) Hom(@, €); c) Hom(@, Z). 
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O1. 


O1. 


O2. 


O1. 


Testul 1 


Fie G = € \ (1) și legea de compoziţie G x G > G, (x. y) Ə X° y = x ^y - xy. 
a) Sá se determine: 
Grupa 1 Grupa 2 
x=(1-i)o(1+i); | 

b) Sà se rezolve in G ecuatiile: 


x-ioioioi. 


Xoiox-ioxol | хо1-1с(1ох). 
d) Sà se rezolve in G sistemul: 
Xoi-ioy . 2-х-ус2 
авав, | ван 
(6 рипсїе) 
Testul 2 


Fie G = fa e M(E) 


f a | | F 2) 
А- si Н=‹АєбС | A= Р 
b a 1 о c 
Sà se arate са: 


a) (G, -) este monoid comutativ; 


b) (H, +) este subgrup al grupului (G, +); 


0 
с) funcţia f : H 5 ©, f (Е ) -(-1)', este morfism între grupurile (H, +) 
n 


si (e°, ). 


(5 рипсїе) 


Se consideră funcția f : 215 > @з x Rg dată prin { (а) = (а mod 3; a mod 5). 
a) Să se arate cá f este funcție bijectivă. 


b) Dacă G = (e? ((o, y)) | ye 25), să se arate că G este subgrup al grupului 


(As. 9). 
(4 рипсїе) 


Testul 3 


Pe mulțimea G=(1,2)u(2,+%) se definește legea de compoziţie 


GxGoG, (х, у) э xoy=(x- туту-л) +1. 54 se stabileascà valoarea de 


adevăr a propozitiilor: 
a) G nu este parte stabilă în raport cu legea dată. 
b) Legea de compoziţie „°“ este asociativă. 
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O2. 


Оз. 


O2. 


O1. 


c) Legea de compoziţie „°“ admite elementul neutru numărul e + 2. 
d) (G, -) este grup abelian. 
(6 puncte) 


Pe mulțimea E se consideră legile de compoziție x-y=ax+by-l și 
x L y = 2xy — 2х — 2y + c. 

a) Sà se determine a, b e D pentru care (p, °) este grup abelian. 

b) Sà se determine a, b, c e D pentru care (р, °) este grup abelian si 

(ху) Lz-(x 1 2)°(у 1 z), V x, y, z < D. 

c) În conditiile gàsite la b), sà se determine elementele simetrizabile in 
monoidul (D, 1). 


(3 puncte) 


Testul 4 

def axy 

Fie G = (0, 1) si legea de compoziție Gx G >G, (х, y) > хоу =—— 
bxy – сх — dy +1 

a) Să se determine a, b, c, de D, astfel încât (G, °) sà fie grup in care sime- 


tricul lui 1 este 2 si simetricul lui E sá fie 3 
3 3 4 4 


b) Sá se determine m, n €R, astfel încât funcția f : (0, + œ) — (0, 1), f(x) = 


x+n 


= , să fie izomorfism între grupurile ((0, +), ) si (G, о), pentru 
тх +1 


valorile a, b, c, d gàsite anterior. 
(5 puncte) 


Se consideră mulțimea A = (a + i)* | Кє z} ce. 
a) Să se arate că (A, -) este subgrup al grupului (c°. ): 


b) Să se arate cá (A, .) = (Z, +). 
(4 puncte) 


Testul 5 
Se considerà multimea E = D x D si functia: 
2 
fa : E > E, f, (x, ›)-[х+ау+®. re) 


a) Să se arate cá f, of, = f, p: V a, b < R. 
b) Dacà G = {fa [ae R}, să se arate cà (G, °) este grup. 
c) Aràtati că (G, °) = (D, +). 
(5 puncte) 
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O2. 


Ol. 


O2. 


ОЗ. 


123 123 1238 
Se consideră permutările zi | T -( ) zi | 


2 31 21 3 132 
1 2 3 1 2 3 
В=|з 2 í| 7=ls i 2J 


a) Sà se determine ordinul acestor permutări. 
b) Să se arate că Sg are un singur subgrup de ordinul 3. 


с) Sá se rezolve ecuația: 02001 e x o 2902 = 92999; 


(4 рипсїе) 


Testul 6 


Se consideră mulțimea M3 (€) si submultimea: 


H c Ma (€), н-}л-[ 


a) Să se demonstreze са dacă A, B c H, atunci A +B e H. 


a, "eel 


b) Să se verifice cá O5 c H. 


c) Să se arate са dacă A є H atunci -A c H. 

d) Sá se arate cá submultimea H împreună cu operaţia de adunare indusă, 
formeazá o structurá de grup comutativ. 

e) Sá se demonstreze că dacă A e H si are determinantul zero, atunci 
A = О». 


(4 puncte) 
(Bacalaureat, iunie, 2000) 


Pe mulțimea Z se consideră operaţiile algebrice xoy=ax+cy+bD si 
xly=cx+cy+a+b. 

a) Sá se determine a, b, сє Z, pentru care perechile (Z, °) si (Z, 1) sunt 
grupuri. 

b) Sá se determine m, neZ pentru care funcția f: 7- Z, f(x) = mx«n 
este izomorfism intre grupurile (Z, °) si (Z, 1). 


(8 puncte) 


Se consideră mulțimea F a funcţiilor f:R-— D, derivabile cu proprietatea 
că f'(x)= f(x), V x < D. 

a) Sà se arate cà adunarea functiilor determinà pe multimea F o structurà 
de grup comutativ. 


b) Să se arate că grupul (Z, +) este izomorf cu grupul aditiv (D, +). 


(2 puncte) 


75 


Algebră e |. Grupuri 


O1. 


O2. 


Оз. 


O1. 


O2. 


ОЗ. 


Testul 7 


Pe mulțimea numerelor reale R se definește legea de compoziție: 
x L y = 3xy - бх – бу +14, pentru orice x, y e R. 


a) Să se arate că legea este asociativă si comutativă. 
b) Să se determine elementul neutru. 


с) Să se demonstreze cá pentru oricare n e N' are loc identitatea: 
xixl..1x-3"!.(x-2)" +2, xe. 
дон cu & 


x de n ori 


(4 puncte) 
(Bacalaureat, iunie, 2000) 
Pe mulțimea С = (1, +) se definește legea de compoziție x+y = xlo£: У, 
V x, у є G. 
a) 58 se arate cà (G, *) este grup abelian. 
x*(2y)-8 
b) Sá se rezolve sistemul: š 
(2x) * y - 16 


c) Sá se arate cá intre grupurile ((o, +e), ) si (С, *) există un izomorfism 


xen. 


a) Să se determine a, b c E, astfel încât (M, -) să fie grup. 


de forma f(x) = ах. 
(8 puncte) 
(Univ. Craiova, septembrie, 2000) 


x ах+Ъ 
Fie mulțimea M = 0 I 


b) Sà se arate cà toate grupurile obtinute la punctul a) sunt izomorfe. 


(2 puncte) 
Testul 8 
Pe mulțimea numerelor întregi definim legea de compoziţie: 
хоу = бху – 2х – 2y + 1. Elementul neutru al acestei legi este: 
а) e=2, b) e=1, c) e--1, d) e- 23 e) nu există. 


2 


Pe mulțimea numerelor complexe definim legea de compoziţie „-“ dată 
prin relația: хсу-х-у-ху. Elementul simetric al numărului іє € este: 
a) 8-1, b) s=1-i, c) s-=1, a s= 322, e) s = 1 


Pe mulțimea numerelor reale se definesc operațiile x+y=x+y-2 si 
хоу=х+у-5, V x, y e D. Funcţia f: — D, (х)-ах-1 este izomorfism 
între grupurile (E, +) si (R, ©) pentru: 

a) a = 0, b) a =1, c) a = 2, а) a = 3, e) а = 4. 
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II. INELE SI CORPURI 


$9 Definitii si exemple 


«<» DEFINIŢII 
Fie A о mulţime nevidă si legile de compoziţie: 
АХА УА, (х, у) эх 1у; 
АХА УА, (х, у) 2x T y. 
° Tripletul (А, L, Т) se numeste inel даса sunt verificate axiomele: 
(A1) Axioma grupului: 
Perechea (A, 1) este grup comutativ. 
(A2) Axioma monoidului: 
Perechea (A, T) este monoid. 
(A3) Axiomele distributivității: 
xT(ylz)=(x T y)1(x T z), V x, у, z 8 A; 
(x1y)Tz=(x T z) 1 (у T z), V x, у, 26А. 
* Inelul (A, 1, T) se numește inel comutativ dacă legea de compoziție 
„Г“ este comutativă. 


° Grupul (A, 1) se numește grupul subiacent al inelului (A, 1, T). 

Pentru simplificarea scrierii, atunci când este posibil, pentru cele 
două legi de compoziție „l“ și „Т“ se folosesc notatiile „+“ si „-“. Astfel, 
tripletul (A, L, T) capătă scrierea (A, +, :). 

e Prima operaţie a inelului se numește adunarea inelului, iar a 
doua operaţie se numește înmulţirea inelului. 

e Elementul neutru al adunării inelului se numește element nul 
sau zero și se notează Од sau, mai simplu, 0. 

e Simetricul unui element x e А în grupul subiacent (А, +) se 
numește opusul lui х și se notează „—х“. 

° Dacă a, be A, elementul a +(—b) se notează a —b și se numește 
diferenţa elementelor a și b. 

° Elementul neutru al monoidului (A,:) se numește elementul 
unitate al inelului și se notează 1, sau, mai simplu, 1. 

e Cu notatiile „+“ si „-“ pentru operaţiile inelului, axiomele distri- 
butivitátii se scriu: 

x-(y+z)=x-y+x-Zz, V x, y, Z € A; 

(x-y)z-x-z-y:ZVX у, Z e A. 
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e Acestea reprezintă reguli de înmulţire a unui element cu o sumă, 
respectiv a inmultirii unei sume cu un element al inelului. 


e Elementele simetrizabile ale monoidului (А,.) se numesc ele- 
mente inversabile ale inelului A sau unităţi ale inelului A. Mulțimea 
unităţilor inelului A se notează %(A). Se stie că perechea (w(A), -) 
este un grup, numit grupul unităților inelului A. Dacă x este inver- 


sabil, inversul său se notează xc 


IF Exemple de inele 


* Din proprietățile adunării si inmultirii numerelor rezultă cá tripletele: 

(Z, +, -), (©, +, -), (R, +, ), (€, +, -) sunt inele comutative numite inele numerice. 

* Având in vedere proprietăţile adunării si inmultirii matricelor, rezultă cà tripletele: 
(Ma (2). +, JI (a (€), +, ), (a (0), +, ) si ZA (©), +, JI n22, sunt inele neco- 
mutative. Elementul nul în aceste inele este matricea nulă O,, iar elementul uni- 
tate este matricea unitate I,. 


Г] TEMĂ 


1. Activitate individuală 
Să se determine grupul unităților inelelor numerice 7, €, R, €. 


2. Activitate pe grupe 
Pe mulțimea Z se consideră legile de compoziție: 


Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3 
xly=x+y+1, хїу-х-у-1, хїу-х-у-8, 
хТу-ху-х-у, хТу-х-у-ху, x T y = xy + 3x + 3y + 6. 


a) Să se studieze dacă (Z, L, T) este inel comutativ. 


b) Să se determine % (Z). 
1.1. Inelul claselor de resturi modulo n 


Fie neN' și Z,- б, (ЖО п-1 mulțimea claselor de resturi 


modulo n. Se știe că (7,,+) este grup comutativ, iar (Z,,:) este mo- 


noid comutativ. 
Se verifică totodată și axiomele distributivitátii: 


A 


x(y«z)-x:yez-xo(yez)-(xoy)e(xoz)-xoy-xoz- 
=X-VY+X-Z, V X, Y, Z€ Z... 

Analog, (X4 $)Z- 3-24 3-2 V X Y Że Zn. 

Așadar, înmulţirea claselor de resturi modulo n este distributivă 
în raport cu adunarea claselor de resturi modulo n. 
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Їп concluzie, tripletul (,, +, -) este un inel comutativ, numit 
inelul claselor de resturi modulo n. 


În monoidul (Z,.:) un element pe, este inversabil dacă si 


numai dacă (р, n)=1. Se obţine că #(7„)= ЇР JA | (р. п) = 1. 
În particular, dacă n este număr prim, rezultă cá (2) = Zn Ñ (6). 


Г] TEMĂ 


Activitate pe grupe de elevi 

1. Să se determine elementele inversabile în inelele: 
Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3 
Z5, Ze: 716 fs, fs, Zis 25, Гуо, Ёол 


A 


2. Să se determine elementele x din inelul (M, +, ) cu proprietatea că х-х-0, 
dacă: 
Grupa 1 Grupa 2 Grupa 3 
M = Zie M = Z9 M = Z»5 


81 sà se arate cà {1-х | xem, x- x =ô} c w (m). 


1.2. Inele de matrice pătratice 


Fie (К, +, :) un inel comutativ. Pentru n e N° se notează cu Ml, (K) 
mulțimea matricelor pătratice de ordinul n cu elemente din inelul K. 

Pe mulțimea Ma (K) se definesc operaţiile de adunare si de înmul- 
tire a matricelor, astfel: 

Dacă A, B e Ma (К), А = (a4). B- (55) atunci: 


n 
k=1 
De asemenea, pentru matricea A e Mn (K) se definește determi- 


nantul acesteia: det(A)= m e(o): ais) ` a20(2) =" 2no(n) care este un 
ces, 


element al inelului K. Proprietăţile determinantilor sunt aceleași ca în 
cazul determinantilor cu coeficienţi în inele numerice. 
Modul în care s-a definit adunarea și înmulţirea matricelor pe 


mulțimea Ma (K) face ca proprietăţile acestora să fie asemănătoare cu 


cele definite pe mulțimea Ml, (€). Astfel, are loc următorul rezultat: 
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Demonstraţie 
a) Se verifică axiomele inelului, având în vedere proprietățile 
operaţiilor în inelul K. Elementul neutru este matricea nulă O, cu 


toate elementele egale cu Ок - elementul nul din inelul K, iar elementul 
unitate este matricea 1, cu toate elementele de pe diagonala principală 
egale cu 1, si în rest egale cu Ок. 

b) Inelul este necomutativ, deoarece, luând matricele: 


1 O > O ото O 
A= amas si B = шав алж, se obtine: 
оо. 0 о о о... 0 


A-B=B si B. A-O,, deci A. BzB. A. M 
Următorul rezultat precizează care sunt elementele inversabile în 
inelul . Z, (К). 


Demonstratie 
Fie A e.//,(K) o matrice inversabilă. Atunci există Be.//,(K), 


astfel încât A-B-B-A-I,. Folosind proprietăţile determinantilor se 
obține cá det(A.-B)=det(1,)=1 si det(A).det(B)=1, deci det(A) e 7/(K). 

Reciproc, fie det(A) e /(K). Ca si în cazul inelelor numerice, ma- 
tricea A !, inversa matricei A, se construiește după același algoritm: 

° construcția matricei transpuse 'A; 

* construcția matricei adjuncte A; 
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Printr-un procedeu analog aceluia din inelele numerice, se arată 
că А7! are proprietatea: А. Al-Ad.A- I.M 

Grupul multiplicativ ДЕЛ (К)) al matricelor inversabile peste 
inelul K se noteazà GL, (K) si se numeste grupul liniar de ordinul n 


peste inelul K. 
Avem: GL, (К) = [A e M, (K) | det (A) e (К). 


Probleme rezolvate 


1. Să se verifice dacă matricea A | IE 0 (£5) este inver- 


sabilă, si in caz afirmativ, să se afle A”. 
Solutie 


sabilă in Ms (Z5 74 
Conform algoritmului de determinare a matricei inverse, se obține: 


"Цогт Тиси 
А-|, „|51А =| „ =| „|81 
1 3 -2 3 3 


€ Mlo (Eg). Să se determine 


B > 
B N> 
Asor Ол О 


a pentru care matricea A este inversabilă. 


Solutie Е 
Avem det(A)-2.a- 1. 
Matricea A este inversabilă dacă 2-а- e w (1 6)= (i, Б}, 
Rezultă cazurile: .2-а4-2 cu solutiile ae (i. âl; 
a e 


«2.4 2145 = 0, cu soluţiile (6, 8}. 


Asadar, А este inversabilà pentru ac б, 1, 3, 4). 


81 


Algebră * Il. Inele si corpuri 


1.3. Inele de functii reale 


Fie (R, +,:) inelul numerelor reale, M c R o mulțime nevidă si 
4 (M)- (f| f: Mj. 
Pe multimea Z (M) se definesc operatiile de adunare si inmultire a 
functiilor: 
„+“: #(M)x#(M)— Z(M).(f, g)>f +g, (f-g)(x)-f(x)-g(x). x eM, 
"4 (M)xZ(M)o Z(M), (f£, g) of-g. (f-gx)-f(x)-g(x), x eM. 
Referitor la operatiile de adunare si inmultire a functiilor reale are 
loc urmátorul rezultat: 


| TEOREMA З 
Tripletul (7 (M), +, -) este inel comutativ, numit inelul funcțiilor 
definite pe M cu valori în R. 


Demonstratie 
Verificarea axiomelor structurii de inel se face avánd in vedere 
proprietăţile adunării si inmultirii numerelor reale. 


Axioma grupului: (7 (M), +) este grup comutativ. 
* Asociativitatea. Fie f, g, he F (М). Atunci, pentru x e M, avem: 
(Е +g) +h)(x) =(f +g)(x)+h(x)= (f(x) + g(x)) +h(x)=f(x) +(g(x) + h(x)) = 
=f(x)+(g+h)(x)=(f+(g+h))(x). Asadar: (f+g)+h=f+(g+h). 
* Element neutru. Se observă ușor că functia nulă, f: M >R, f(x) - 0, 
este element neutru faţă de adunare. 
* Elemente simetrizabile. Dacă f e F (M), atunci funcția -f e F (M) 


este elementul simetric pentru functia f. 
e Comutativitatea. Fie f, ge 7 (М). Atunci, pentru x e M avem: 


(£ +g)(x)=f(x)+g(x)=g(x)+f(x)=(g+f)(x), deci f + g = g + f. 
Axioma monoidului: (F (M), ) este monoid comutativ. 
• Asociativitatea. Fie f, g, h є F (M). Pentru x e M, avem: 
((£-g):h)(x) =(£-8)(x)- h(x) - (f(x): 8(x)): h(x) -2(х)-(8(х):8(5))- 
= f(x)-(gh)(x) = (f -(gh))(x). deci (fg): h = f (gh). 
e Elementul neutru. Funcţia f e Z (M), f : M > R, f (x)=1, x < D, este 
element neutru in raport cu inmultirea functiilor. 
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e Comutativitatea. Dacă f, g < Z (M) si x e M, avem: 

(f.g)(x)=f(x) g(x)=g(x)-f(x)=(g-f)(x), deci f:g=g-f. 

Axiomele de distributivitate 

Fie f, g, h e F (M) si x e M. Se obține succesiv: 

(£-(g«h))(x) = £(x)-(g* h)(x) = £(x)-(g(x) »hx)) = f(x): g(x)* 
+f (x) h(x) - (f. g)(x)* (f-h)(x) = (f g«f-h)(x), deci f-(s+h)=f-g+f.h. 

Analog se arată са (f - g).h - f. hg. h. 


Așadar (7 (M), +, -) este inel comutativ. 


© OBSERVAȚII 
1. În cazul in care funcţiile din mulțimea 7 (M) au anumite proprietăţi, 
se obţin inele remarcabile de funcţii reale. 
° Dacă € ([a. b]) = if :[a, b] > R | Ї continuă!, se obține inelul comu- 
tativ (6 ([a. b]). +, ) al functiilor continue. 
° Паса a ([a. b]) = (f :[a, b] > R | f derivabilă}, se obţine inelul 
comutativ (9 ([a. b]. +, | al funcţiilor derivabile. 
° Pentru .í=Íf:M >R | f mărginită), se obţine inelul comutativ 
(M, +, -) al funcţiilor mărginite. 
° Pentru Pr =Íf:D — 0 | (f periodică de perioadă T > О}, se obține 


inelul comutativ (Pr, +, :). 


2. Există inele de funcţii 
reale nu numai în raport Ё] TEMĂ 
cu adunarea și înmulțirea 1. Să se demonstreze afirmațiile din obser- 
funcțiilor. vatiile 1 si 2. 
Dacă (G, +) este un sub- 2. Temá de studiu. 

a) Dacá 8 - [f:[a. b] —Dp|f are primitive), 


grup al grupului aditiv 
(Р, +), atunci tripletul |tripletul (2, +, ) este inel? 
(End(G), ^») este inel ne- b) Dacă 4 = (f :[a, b] >R | f integrabilă 


comutativ (inelul endo- (ре [a, b]), tripletul (4, +, -) este inel? 
morfismelor lui G). 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1. 


Е2. 


ЕЗ. 


А1. 


EXERSARE 


Să se studieze distributivitatea 
legii de compoziţie , | " în raport 
cu legea de compoziţie , |", pe 
multimea M, in cazurile: 

1 
a M=@,x T y = > xy, 


x 1 y = 2х + 2y; 


x | y = xy — Зх – Зу +12; 
b xly=x+y+2, 

x | y =2xy + 4x + 4y + 6; 
с) xly=x+y-5, 


x T y = ху — 5x — 5y + 30. 


E4. Sà se studieze dacà adunarea si 
b) M = 6, x T y = ху, înmulțirea matricelor determină pe 
xly=x+y+1; mulțimea M o structură de inel, 
c) M=D, x T у= 2ху + 4x + 4y + 6, pentru: 
b 
хїу-х-у-2: эм (5 J aber: 
d M=D, x T y = -xy + 3x + 3y - 6, оа 
xly=x+y-3. a b 
Ма ум. (5 J aber); 
Pe mulțimea Z se consideră opera- E 
def a 0 0 
tiile algebrice x |y = х+у+2 si 
x T y = xy +2x +2y + 2. с)М-10Ы 0 a,b eQ}; 
a) Să se arate că (Z, L, T) este un O 0 a+b 
inel comutativ. a 2b O 
b) Să se determine elementele inver- d M=! b a О! а,ьсФб!: 
sabile ale inelului. 
0 О 1 
Să se studieze dacă (Z, |, T) este a+b 4b 
inel si sà se determine elementele e) M= Jh Jacob a,b eQ}. 
inversabile, în cazurile: 
а)х!у=х+у-3, 
APROFUNDARE 
Pe multimea D se definesc opera- def 
tiile algebrice: (х, y)ƏxTy = x-y-3x+ay +b. 
def Să se determine a,beZ, astfel 
DxD — D, (x, y) >x Ly = max x, у); БЭ Эр ё 
încât legea de compoziţie „L“ să 
def А 3 să 3 “ 
Dx D — D, (x y) Ox T y = min(x y). fie distributivă în raport cu ,, T “. 
Sa - 5 studieze distributiyitatea ope A3. Pe multimea € se considerá ope- 
ratiei , | " in raport cu operatia def 
„T“ sia operaţiei „T“ in raport ratiile algebrice x Ly = x+y si 


cu operatia , 1 ". 


. Pe multimea 7 se definesc legile 


de compozitie: 
def 
ZxZoL(xy)xly-x-y-3 
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def 
x T y = xy + Im(x)-Im(y). 
a) Sà se arate cà tripletul (€, 1, T) 


este inel comutativ. 
b) Sà se determine elementele 
inversabile ale acestui inel. 
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A4. 


A6. 


A7. 


© Reguli de calcul intr-un inel 


Pe mulțimea М = (0, +) se defi- 


nesc operatiile algebrice: 
def def 

хїу-х-узахтТу-х 

a) Să se arate са (M, 1, Т) este 

inel comutativ. 

b) Sá se determine 4/(M). 


Iny 


. Fie a e R si mulțimea: 


1 1 
29222) ale ЫР j^. 
a) Sá se arate cá (Ma. + ) este inel. 


b) Să se determine 4/(M,). 


Pe mulțimea А = D xD se definesc 
operatiile algebrice: 


(x. y) (a b) = 
(х, y): (a, b) = (xa, xb + ya) 


a) Sá se arate cá (A, +, ) este un 


(х+а, y * b). 


inel. 
b) Sá se determine 4/(A). 


Se considerá multimea: 
g-(&:zo2z | (х) -а-х, acZ). 


Sá se studieze dacă următoarele 
triplete formează inel și să se afle 


W (7) în fiecare caz: 
а) (F, +, -); b) (F, +, о). 


A8. Sà se arate cà multimea: 


“0: 


impreunà cu adunarea si inmul- 
tirea matricelor formează un inel. 
Să se determine numărul elemen- 


telor acestui inel și 4/(M). 
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. Se consideră mulțimea М = (a, b, с). 


a) Să se arate că (2(M), A, n) este 
un inel comutativ. 
b) Sá se determine u (9 (M)). 


A10.Fie (A, +, -) si (B, +, ) douá inele. 


Pe multimea M = А xB se definesc 
operatiile algebrice: 


def 
(а, ь) + (az, b2) = (а, + 85, bi + b2) 
def 
$i (а, bı): (a2, b2) = (a1: a2, bi-b2). 


a) Sá se arate cá (М, +, -) este un 


inel, numit produsul inelelor A și B. 
b) Să se arate cá (М) = /(A)- ?/(B). 


A11. Sá se determine produsul inelelor: 


а) (Z2, +, -) si (Z2, +, ): 
b) (Z2, +, -) si (Z3, +, -). 


Calculul algebric cu elementele unui inel (A, +, :) respectă toate 


regulile de calcul date pentru grup şi monoid, când sunt implicate 
separat adunarea, respectiv înmulţirea inelului. In afară de acestea, 
într-un inel există și alte reguli de calcul specifice, care fac legătura între 


cele două operaţii algebrice ale inelului. 


Fie (А, +, ) un inel cu elementul nul O și elementul unitate 1. Din 


definiția acestora se obține cà: 0-0-0 si 1.0=0.1=0. 
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| TEOREMA 4 (înmulţirea cu О în inel) 


Fie (A, +, ) un inel nenul. Pentru oricare a e A, au loc relaţiile: 


a) а:0 = 0; 
b) 0.a=0. 
Demonstratie 


a) Fie ac A si x-a-O. 

Se obţine: x=a-0=a-(0+0)=a:0+a:-0=x+x. 

Aplicând regula reducerii în grupul (A, +) se obține x=0, deci 
а-0-0. 

b) Se consideră х-0-а si se obţine: 
х-(0-0)а-0-а-0-а-х-х, de unde rezultă că x+x =x si x=0. Ш 


© OBSERVAȚII 
1. Dacă într-un inel (A, +, :) avem 1-0, atunci pentru a e A se obține: 


a=a:l=a:0=0, deci A = {0}. Inelul în care 1 = 0 se numește inel nul. 
În continuare se va presupune că 170 și inelul (A, +, ) nu este 


inel nul. 
2. Reciproca teoremei 4 nu este adevărată, deoarece există inele (A, +, |) 


în care un produs să fie egal cu Од, fără са unul din factorii pro- 
dusului să fie 04. 


Кё? Exemple 
А о OY (10 оо 
• În inelul de matrice (^to (€). +, ) avem: . = = O>. 
O 1/410 O 0 0 
* În inelul (25, +, ) avem: 2.3-0, 8.4 - 0. 


Divizori ai lui zero intr-un inel 


<» DEFINIŢIE 


• Fie (A, L, T) un inel cu elementul nul 04. Un element de A N {04} 
se numește divizor al lui zero dacă există d'€ A Х(0, |, astfel încât: 


did'2O,saud'Td-0,. 
Dupá cum s-a constatat in exemplele date in observatia 2, inelele 
(Me (C), +, | Si (25, +, -) au divizori ai lui zero. 
<» DEFINIŢIE 
eUn inel comutativ nenul si fără divizori ai lui zero se numește 


domeniu de integritate sau inel integru. 
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© OBSERVAȚII 


1. Inelele numerice Z, €, D, € sunt domenii de integritate. 

2. Fie (А, L, T) un domeniu de integritate. Atunci x T y = 04 = X = 0A 
sau y = 04. 

3. Fie n22 un număr natural compus. Atunci inelul (Zp, +, :) nu este 


domeniu de integritate. Într-adevăr, dacă п =p:q, cu p,q>2, se 
obține: б = n = p:q, deci p 51 q sunt divizori ai lui zero. 

4. Orice divizor al lui zero al inelului (A, +, :) nu este element inver- 
sabil. Într-adevăr, fie a e A, divizor al lui zero. Dacă a e W (A), există 
be (А), astfel încât a-b=1 si b-a=1. Deoarece a este divizor al 
lui zero rezultă că există сє A {0}, astfel încât с.а = 0. Din relația 
a-b=1 se obţine c-(ab)=c si (ca):b =c, deci 0 = c, în contradicție 
cu c z 0. Așadar, a e W(A). 


Următoarea teoremă dà o caracterizare a divizorilor lui zero in 
inelul claselor de resturi modulo n. 


[=] TEOREMA 5 


Fie neN si xcZj,. Clasa de resturi x este divizor al lui zero 
dacă și numai dacă (х, n) - d » 1. 


Demonstraţie 
Să presupunem că (x, n)=d>1. Rezultă că există р, q є (2, 3,.. 


п-1| astfel încât x - p.d si n- q.d. 

Se obtine: x -q = (pd)q - p(ad) - p.n -0, deci x este divizor al lui 
zero. 

Reciproc, să presupunem că x este divizor al lui zero. Rezultă că 
există p € Z, N 10) ‚ astfel încât z 
L] ТЕМА 

1. Să se determine divizorii lui zero 
în inelele Za, 216, Z24 Si Z100: 


х-р-0. Dacă am avea (x, n)=1, 
exista r,scZ, astfel încât 


ar 
rx+sn=l. 
Din această relatie se obţine: 


2. Să se arate că dacă a, bez, 


ics PEDES A a REED sunt divizori ai lui zero, atunci 
1-1Х-51-1Х-51-Г1-Х-0- a.b este divizor al 


lui zero. 


=T-x, deci Xe% (Za), ceea ce nu Elementul â + Ü este divizor al lui 
zero în Z,? 


se poate. Așadar, (х, п) >1. M 
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Regula semnelor intr-un inel 


Fie (А, +,-) un inel. Deoarece (A, +) este un grup comutativ, sunt 


valabile regulile de calcul specifice grupului. Astfel, în notație aditivă, 
avem: 
° —(-a)=a,V ae A (1) 
° -(a+b)=(-a)+(-b), Va,b e A (2) 
*«a-b-0—b--asia--b,va,beA (3) 
Dacă în locul scrierii a + (-b) se folosește scrierea a — b, relaţia (2) 
devine: -(a+b)=-a-b, sau, mai general: 
-(a, +a% +...+а„)=-ар-ао—...-а„, Val, a, ., ay € A, n EN. 
In cazul inelelor numerice Z, Q, D, € se regăsește regula schim- 


bării semnului termenilor unei sume dintr-o paranteză, dacă in fata 
acesteia se află semnul minus. 


[s] TEOREMA 6 (regula semnelor) 
Fie (A, +, -) un inel. Atunci: 
a) (-а) Б-а-(-5)--(ар), Va, be A; 
b) (-а)-(-5) = ab, V a, b € A. 


Demonstratie 
a) Fie а, Бє A. Se obtine succesiv: 


0=0-b=|a+(-a)|-b=a-b+(-a):b, deci ab+(-a)-b=0. 


Din această egalitate rezultă cà (—a)b = - (ab). 


Analog, se arată са a:(-b)=-(ab). 
) 
b) Rezultă succesiv: (-a).( b)= 


2 OBSERVAȚIE 

° Îninelul (А, +, -) au loc egalitátile: (-1)-a=-a si a- (-1)=-a, Va e A. 

Pollemă rezolvată 

I| Fie (А, +, ·) un inel si x e A. Să se arate cá dacă x e //(A), atunci 
-x e (A). 


Solutie 
Fie x e / (A). Rezultă că există x' e 4 (A), astfel încât x x'- 1. 
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Se obține: (-х):(-х')=х:х'=1. 
Așadar, -x e (A). 
Mai mult, in inelul (A, +, -) se obtine: (x)! uox 


Legi de simplificare in inele integre 


Fie (A, +, ·) un inel. Deoarece (A, -) nu este grup, regulile de sim- 
plificare in raport cu inmultirea inelului nu pot fi aplicate in orice inel. 


Demonstratie 
a) Din ax = ay rezultă succesiv: 


ax +(-ау) = ay +(-ay) = 0, (1). 

Folosind regula semnelor in inel, relatia (1) se scrie: 

0 - ax +(-ау) - ax « a- (-y) -a[x * (-y)]. 

Deoarece inelul este integru si a +0, se obţine cá x+(-y)=0, 
relaţie care conduce la egalitatea x = —(—y) = y. 


b) Se demonstreazà analog punctului a). (Теша) B 
Legile de simplificare sunt utile in rezolvarea ecuatiilor intr-un do- 
meniu de integritate. 


Pyoblemå hală 
Să se rezolve în Z; ecuațiile: 

a) x? +x- 2-0, 

b) х? -3х-2-0. 
Solutie 

a) Ecuatia se transformá succesiv: 


х2-16х-1-0(х-| х: «(x-1)-0 

si se obține (х - їЇїх + 2) = 0. 
Deoarece inelul Z; este inel 

integru, rezultă са х -1-0 sau 


^ ^ 


х-2-0, cu soluțiile x =1 si x = 5. 
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Multimea soluţiilor ecuatiei este S = i, 5). 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


Е1. 


Е2. 


ЕЗ. 


E4. 


E5. 


A1. 


EXERSARE 


Sá se determine elementele x c Z, 


care sunt divizori ai lui zero, in 
cazurile: 
a) n = 4; b) n = 6; c) n = 8; d) n = 60. 


+2(ab + bc + ca). 
Ce devine această egalitate în Z3? 
Dar în Z3? 


E6. Să se arate cá în inelul Z5 au loc 
Să se arate că următoarele inele egalitátile: 
nu sunt inele integre: a) (a + by =а+Ь; 
а) (F(Z), +, -); b) (.0 (0), +, ·). * 

) ( (9) ) | 2 (P) | b) (a+b)? =a +b, Y nen“. 
Pe mulțimea E = Qx € se definesc || £7. Să se arate că în inelul Z, au loc rela- 
operațiile algebrice (a, b) + (x, y) = tiile: 
=(a+x, b+y) si (a, b). (x, y) = a) (a + b)? = a? – 2ab + b2; 
= (ax + 2by, ay + bx). b) (a - b)? = a? + 2ab + b2; 
ă 4 : 1 2 2 
a) 58 se агаїе са (E, +, -) este inel. dias p)* Е (a? n b2) z (a? a s?) | 
b) Sà se determine divizorii lui zero 
si #(Е). E8. Sà se rezolve ecuatiile: 
X. AA : 
2- Z Zo; 

Fie (A, +, -) un inel. Sá se arate că: BE 2 R з 91 £6 
а) -(-a-b)=a+b; b) xt+x2+1=0 în Z3 și Z;; 
b) (-a)-(-b - c) = ab + ac; c) x? + 6 - O in z,. 
c) (-a + b) - (a + b) = b? — a?, dacă 

E9. Fie (A, +, ·) un inel comutativ si a, 
ab - ba. 
Sá se arate cá intr-un inel comu- be А, astfel încât а? =a, b? =b 
tativ (А, +, -) are loc egalitatea: si M- (ab, 1-a,1- b) . Sà se arate 
(a +b +c)? =a? +b? +c? + că dacă x c M, atunci x? = x. 

APROFUNDARE 

Sà se rezolve în Z,2 sistemele: A2. Să se rezolve in Zg sistemele: 


a? 


бх-2у-1 бх-2у-1 
a) 1. . ; b) A 
4х + 9y = 2 


2х + бу = 5 х + бу = 2 
ааз - .t*bhi л 
Зх + 7у = 6 
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A4. 


Аб. 


рі. 


р2. 


. Fie (А, +, -) un inel si a, b € A. 


Să se arate са dacă x =1-ab este 
element inversabil, atunci 1- ba 


este inversabil si (1— ba)! =1+Ьх la. 


Fie (A, +, -) un inel si ac A, astfel 


tica zero. 


Să se arate că într-un inel (A, +, .) 


cu caracteristica 2 au loc relațiile: 


9 Corpuri 


Inelele numerice (Q, +, ·), (R, +, -) si (€, +, :) au proprietatea remar- 


(inelul А se numește inel boolean). 
Să se arate că: 
a) x+x=0, V x e A; 


b) (x + yf = x+Yy, V x, y < A; 
c) inelul А este comutativ. 


icat à? -0. Sk să arate carele A7. Sá se arate cà inelul (A. t, ) este 
mentele 1-а si 1+а sunt inver- comutativ 4аса are loc una dintre 
sabile. ! proprietățile: 
a) xŠ =x, V x e A; 
. Fie (А, +, ·) un inel si a e A. Să se 
( ) Ë = b) x! =x, V xc A. 
arate са dacă există n є N', astfel 
încât a" = 0, elementul 1-a este | АЗ. Fie (А, +, ) un inel și a, be A, пем. 
inversabil. Sá se arate cá dacá 1-(ab)" este 
Fie (A, +, ) un inel astfel încât inversabil, atunci si 1-(Ва)" este 
x? =x, Y xc A. inversabil. 
DEZVOLTARE 
Fie (A, +, -) un inel nenul. а) (a + b)? -a?+bĉ, V a, be A; 
a) Cel mai mic număr neN, cu b) (a + b? =a? +b2', Va,beA, 
proprietatea са п-1-0д se nu- > 
meste caracteristica inelului А. Sà UN 
se determine caracteristica inelelor x š 2 z 
G ali D3. Să se arate că orice inel cu carac- 
Рз, Ёз, Za. Generalizare. teristica 4 are divizori ai lui zero. 
b) Un inel (A, +, .) are caracteristica 
3 А 9 D4. Să se arate că orice inel integru 
zero, dacă pentru oricare neN, are caracteristica zero sau un nu- 
n-17 04. Să se arate că inelele măr prim. 
numerice 7, Q, R, € au caracteris- 
D5. Sá se arate că într-un inel comutativ 


(A, +, -) cu caracteristica p e M°, р 
număr prim, există relaţia: 
(a+b)? = aP + bP, V a, b e A. 


cabilá cá oricare element nenul este inversabil. Pentru aceste inele 


mulțimea unităților este ©“, ID”, 


respectiv €. 
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«œ DEFINIȚII 


e Un inel nenul (K, +, -) în care oricare element nenul este inversabil, 


se numește corp. 
e Dacă inelul K este comutativ, corpul K se numește corp comutativ. 


Tripletele (Q, +, -), (R, +, -) si (€, +, -) sunt corpuri comutative. 


© OBSERVAȚII 
1. Pentru un corp (K, +, :) există egalitatea: %(K) =K \ {0} = К”. 
Rezultă că perechea (К, ) este grup. 
Așadar, tripletul (К, +, -) este corp dacă verifică axiomele: 
a) (K, +) este grup comutativ; 
b) (К, | este grup, numit grupul multiplicativ al corpului K; 


c) înmulţirea este distributivă faţă de adunare. 

2. Un corp (K,+,:) nu are divizori ai lui zero. 
Într-adevăr, dacă a, b € K', astfel încât a-b = 0, atunci se obţine: 
al.a.b-a 1.0 sau 1:b = 0, deci b = 0, in contradicţie cu b є K`. 

3. Inelele (©, +, -), (E, +, ), (Є, +, :) sunt corpuri deoarece oricare ele- 
ment nenul este inversabil. Acestea sunt numite corpuri numerice. 


Potlomă vegoleală, 

E Fie deN' un număr natural liber de pătrate si e( Jd) = [a + bva | 
а, Ъє ©}, olivd) = fa + biva | a, bee). 
Să se arate că (e(va). +; ): [e(iva), +, ) sunt corpuri comutative 


(corpuri de numere pàtratice). 
Solutie 
Pentru x, y e o (Vd), x =a+byvd, у= u+ vd, se obţine: 


x+y=a+u+(b+v)vd eQ(va) si x.y =au + bvd + (av +bu)vd eQ(va). 
Rezultă că o(va ) este parte stabilă а lui Є în raport cu adunarea 
și înmulțirea. 


Perechea (ea, +) este grup abelian, deoarece adunarea este aso- 


ciativà si comutativă; numărul 0-0- Odd e e( Ja ) este element neutru, 
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iar dacă x=a+bJd e €(vd), atunci -x = (-a)«( b)vd e o(yd) este 
opusul lui x. 
Perechea (є(уа ) N {0}, ) este grup comutativ. 
Într-adevăr, înmulţirea este asociativă si comutativà, elementul 
1-14 04d e e( d) N {О} este element neutru. 
Fie x=a+byde e( d) N {0}. 
Sà determinàm x'e o(va ) NM {0}, astfel ca xx' =1. Avem: 
1 1 а-544 а р 
x = E == = Jd e Q Jd ÓN 0 2 
x a+bvd a2-b?d a2-b?d a2-b2d | | m 
Se observă cà a?- b?d = O, deoarece din a?-b?d-0 аг rezulta 
a = +bvd, în contradicţie cu a e €. 


În concluzie, (e(va ) N {0}, ) este grup comutativ. 


Deoarece înmulţirea este distributivă in raport cu adunarea, se 


obține că (e(va |: +, ) este ип согр comutativ. 


Analog se aratà са (e(iva ). +, ) este согр comutativ. 


А 1 а —bi 
In acest corp: x' = = + Va cQ ivd . 
P a+bivd a2+b2d a2+b?d | ) 


[=] TEOREMA 8 

Inelul (7,, +, -) este corp dacă și numai dacă n este număr prim. 
Demonstraţie 

Fie n număr prim. Atunci pentru orice хєй,, хє (1 2, ..., n-1) 
avem (n, х) = 1, deci XEU (Za). Așadar, 7, este corp comutativ. 

Reciproc, fie că Z, este corp. Dacă, prin absurd, n nu este număr 
prim, rezultă că există р, qe N' \ (1), astfel încât n=p-q. Se obține 
p:q - n - 6, deci Z, are divizori ai lui zero, în contradicţie cu faptul cá 
Z, este corp. 

Asadar, n este numár prim. M 


© OBSERVAȚII 
1. Dacă p eN este un număr prim, atunci există corpuri cu p elemente. 


Un astfel de corp este Z,- 
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2. Orice corp finit (К, +, :) аге р" elemente, 


unde p este număr prim. 
În concluzie, nu există corpuri cu 6, 10, 
12 elemente. 

3. Orice corp finit este comutativ, (Teorema 
lui Wedderburn). 


Corpuri de matrice 


Inelul de matrice pătratice СА (А), +, ), 
unde (А, +, :) este inel, nu este în general 
согр. 


Într-adevăr, dacă A = R, atunci în inelul (o (p), +, | matricea 


o 1 _ (о 1\ (о 1) (о о 

M= „ este divizor al lui zero, având . - = О». 
оо оо; 0 O O O 
Condiția ca inelul (Ma (А), +, | să fie corp este ca У М e Mla (А) 


să fie matrice inversabilă, ceea ce revine la faptul са det(M) e 7 (А). 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 


E1. Pe mulțimea © se definesc opera- | E2. Să se arate că tripletul (M, ЇГ T) 
def 4 A. 

tiile algebrice x Ly = x«y-5 si este corp comutativ, dacá: 

def a) М- ©, хіу=х+у-– 4, 

х Ту = — ху + 5x + 5y – 20. Sà se x T y =xy - 4(x + y) + 20; 
studieze dacă tripletul (©, L, T) 


3 
este corp. b M-E,xly-xtyt, 


x T y = 4xy + Зх + Зу + 1,5; 
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E3. 


A1. 


c) М-Е, хїу-х-у-1, 


E4. Fie єє € o soluție a ecuației x? +х+ 
x T y = 2ху - 2x - 2y + 3; +1=0 si mulțimea P. (s) = (a + be | 
SM SRI AERE S a, b e D. Sá se arate că R (s) impre- 
1 1 " го : 
хТГу--ху--(х-у)-43. ună cu adunarea și înmulțirea 
4 2 numerelor complexe determină o 
Să se arate că mulțimea M împre- structură de corp comutativ. 
ună cu adunarea si înmulţirea 
matricelor determină o structură || E5. Să se arate că mulțimea M împreună 
de corp, dacă: cu operațiile algebrice date deter- 
a b miná o structurá de corp comutativ, 
a) M= k „| a,be R+; dacă: 
T def 
a 7b a) M=D, x Ly = 5х? + yŠ si 
b) M = a,beQ;; def 
b a xTy = х.у; 
def 
dj sb 26): b M=(0, +), xly = x-y și 
-b a-b 
def шу 
a 0 xXily-2x *. 
d) M-4|, аєбЄ,. 
ia О 
APROFUNDARE 
Fie a, b, сє №. Pe mulțimea R se . ax, xe Q 
definesc operatiile algebrice: A3. Fie f, : D >R, f, = 0, хєр\ Q’ 
xl тш +by -2 si Sà se arate са adunarea si compu- 
def nerea funcțiilor determină pe mul- 
x | y = xy — 2х — 2y + cc. timea F = {fa |a cQ} o structură 
Să se determine a, b, c pentru care de corp comutativ. 
(R, 1, T) este corp comutativ. 
A4. Fie K - (0, 1, a, b) un corp cu patru 


. Sá se arate cá adunarea si inmul- 


tirea numerelor complexe determiná 
pe multimea M o structurá de corp, 
dacá: 


a) M - 0(/2); 

b) M = Q(i) = {fa + bi | a, be Q}; 

c) м = e(.2, УЗ) = fa + by2 + e/8 + 
+4/6 | a, b, c, d c €). 
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elemente. Sá se arate cá: 


a) ab = ba = 1; 
b) a? = b; 
c) аЗ = 1; 


d) a2+a+1=0; 
e) 1+1=0. 


Să se scrie tabla lui Cayley pentru 
operațiile corpului K. 


Algebră e Il. Inele si corpuri 


9 Morfisme de inele si corpuri 
Fie (A, o, *) si (В, L, T) două inele. 


<» DEFINIŢII 

e O funcţie f: A — B se numește morfism de inele, dacă: 
a) f(xoy)=f(x)1f(y), V x, y € A; 
b) f(x*y)-f(x)Tf(y).Vx.ye A; 
c) f(14) - 1g. 

e Funcția f: A B se numește izomorfism de inele dacă este mor- 
fism de inele si este funcţie bijectivă. 

e Inelele A si B se numesc inele izomorfe dacă există un izomorfism 
Ё:А >B. 


“ : “ 


Pàstrand notatiile uzuale „+“ si „-“ pentru legile de compoziţie 
ale unui inel, functia f : A — B este morfism de inele dacă: 

e f(x+y)=f(x)+f(y), V x, ye A; 

° f(x-y)=f(x):f(y), V x, ye A. 

* f(14)-7 1g. 


Un morfism de inele f: A — B este in particular un morfism de 
grupuri. Rezultă cà f are proprietățile: 

a) f (04 ) = Og; 

b) f( -f (x), V x€A; 

c) f( n-f(x), vxeA sineZ. 


—x) 


nx) 


IF Exemple de morfisme de inele 


* Fie (A, +,:) un inel. Funcţia identică f : A > A, f(x)= x este morfism (izomorfism) 
de inele. 
Un morfism de inele f: A — A se numeste endomorfism al inelului A. Multimea 
endomorfismelor inelului А se notează End(A). Un izomorfism de inele f : A > A 
se numește automorfism al inelului A. Mulțimea automorfismelor inelului A se 
notează Aut(A). 


* Funcţia 1:7-ф,, f(x)- x este morfism de la inelul (Z, +, -) la inelul (Zp, +, +), 
numit morfism canonic. 
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© OBSERVAȚII 
1. Dacă inelele (A, +, -) si (B, +, -) sunt inele izomorfe, atunci grupurile 


(А, +) si (B, +) sunt izomorfe. Orice izomorfism f: А > В de inele 
este in particular izomorfism al grupurilor (A, +) si (B, +). Reciproca 
este adevărată? 

2. Dacă (M, +, -) și (А, +, -) sunt inele si Mc A, iar f: A — A este auto- 
morfism al lui A, atunci restrictia lui f la M este automorfism al lui M. 


«<» DEFINIŢIE 
Fie (K, +, -) si (K', +, ) două corpuri. 
e Funcţia f:K — К' se numește morfism (izomorfism) de corpuri 
dacă f este morfism (izomorfism) de inele de la K la K'. 


IS" Exemple 
* Funcţia f : € > €, f(z) = z este automorfism al corpului (€, +, -). 


* Functia Г:6(/5) e(v5). f(a + b5) =a- b/5 este automorfism al corpului 
(e(5). +} 


Pollemă rezolvată 


| ЇР M 
[x] Fie M= 
b a 


3b 
f: e( 8) > «ffo, Ца + уЗ) = : 2 J este izomorfism de la corpul 


a,b e 2 c Mla (Q). Să se arate că funcţia 


(© УЗ), +, ) la corpul (М, +, :). 
Solutie 
Н Hi Ё pl 
Fie A- ‚В = ‚А, Be M. 
b a y x 
3b+3 3by 3 3b 
а+х + d 5 an- [7 y Зау- 3 


Se obţine: А + B -| 
b+y a+x 


ay+bx ax+3by 
Dacă u= a+by3 є6(43), v-x«yx83 є Q[ 8), avem: 


f(u+v) -{(а+х+(ъ+у)48)+[„ ту а jo ap = ШЕР 
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Analog se obţine: 
Зру 3 3b 
E - (ara (area 5) «(80939 8080 Ав. 


ay+bx  ax-«3by 


Având 1(1-043) 4 nd 


"a ЕС rezultă са f este morfism de 


corpuri. Se verificá usor cà f este functie bijectivà. Їп concluzie, f este 
izomorfism de corpuri. 


Demonstratie 

Deoarece (K, +), (K', +), (К”, +) sunt grupuri, atunci functiile f si g 
sunt morfisme de grupuri, deci si gof este morfism de grupuri. 

Rezultă că: (gef)(x «y)-(gef)(x)-(geof)(y). V x. y eK. 

În mod analog, rezultă cà gof este morfism (izomorfism) între 
grupurile (K. ) si (K" N (0], -). 

Rezultă са: (gef)(xy) = (gef)(x)-(gef)(y). V x. y e K. 

De asemenea, (8° {)(1) = g(f(1)) - g(1) - 1. 

În concluzie, g ° f este morfism (izomorfism) de inele (corpuri). M 


Demonstraţie 

Fie (К, +, :), (К, +,:) două corpuri, f:K —^ К’ un morfism de 
corpuri, si x, y eK, astfel încât f(x)=f(y). Dacă presupunem prin 
reducere la absurd că x z y, rezultă că х-у + 0. Atunci x-y e %(K) 
si există a e /(K) astfel încât a(x — y) - 1. Se obține succesiv: 1 = f(1) = 
-f(a(x-y))-f(a).f(x-y)-2f(a).|f(x)-f(y)]-O. în contradicţie cu 
120. Această contradicţie arată са x-y și astfel f este funcţie 
injectivă. M 
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Jhobdeme rezolvate 
1. Să se determine automorfismele corpurilor ©, D, Z,. 
Solutie 

a) Fie f:Q—Q un automorfism de corpuri. Rezultă că f este 
automorfism al grupului (€, +), deci f(x)=x-f(1), V x e ©. Deoarece 
f(1)=1 se obţine са f(x)=x, ухе, este singurul automorfism al 
corpului б. 

b) Fie f:R—>R un automorfism al corpului R. Vom arăta са 
f(x)=x, Vx <D. Pentru aceasta vom parcurge următoarele etape: 


1. Se arată că f(x)- x, Vx e @. 

2. Se arată că f este monoton crescătoare pe Ё. 

3. Se arată că f este funcţia identică. 

1. Funcţia f fiind automorfism al grupului (R, +), este automor- 


fism și al grupului (©, +)și rezultă imediat cà f(x) = x, Vx e Q. 


2. Arătăm mai întâi că pentru x > Orezultă f(x) > O. 

Într-adevăr, din relaţia f(x-y)-f(x)-f(y). V x. y €R, pentru x > 0 
se obtine: 

t(x) -t(Vx - Vx) = (r(Vx)) >o. 

Fie acumx < y. Rezultă că z-y-x»0, si avem O«f(z)-f(y-x)- 
= f(y)- f(x). deci f(x) «f(y). 

Așadar, f este funcție strict crescătoare pe R. 

3. Să arătăm са f(x)=x,vxeR. Să presupunem că există 
xo € D, astfel încât f(xo) хо. 

Fie, de exemplu, f(xo)<xo. Considerăm reQ, astfel încât 
Їхо) «г хо. (1) 

Din monotonia funcției f rezultă cà f(r)<f(x0). 

Dar f(r)=r și se obţine r < (хо), în contradicţie cu relaţia (1). 

Analog se arată că nu putem avea (хо) > xo. 


În concluzie, f(x)=x, Vx €R. 


c) Fie f: Z, > Z, un automorfism. Rezultă cà f(x+y)=f(x)+f(y), 


Ух, yelp 
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Pentru x = y = 0 se obtine (0) = 0. 


Pentru â eZ, \ {0}, avem а= 1+1+...+151 rezultă: 
илэр Nr 
а-огі 
f(à) =(1+1+...+1) - f(i) 4-4 за-(1()-а:1-а. 
a-ori 
Așadar, singurul automorfism al corpului Z, este cel identic. 


2. Să se determine automorfismele corpului €, f : € — € cu pro-- 
prietatea f(x)- x, Vx €R. 
Solutie 


Fie z=a+biet si f: € — Cun automorfism al corpului €. 
Rezultă: f(z) - (а+ bi) = f(a) - f(bi) = f(a) - f(b)-f(i)-a-bf 
Asadar, automorfismul f este bine determinat de elementul f 


Avem: f(i)-f(i)- fhi?) -1(-1)--1, de unde se obține са f (1) = 


ER ашы. 


i). 


i) 


În concluzie, automorfismele lui € verifică relaţiile f (a +bi)= a + bi 


si f(a bi) - a- bi, deci acestea sunt f(z) -z si f(z)=Z, Vz e б. 


EXERCITII SI PROBLEME 


Е1. 


Е2. 


ЕЗ. 


EXERSARE 


Pe mulțimea Z se definesc operațiile 4 7 

algebrice x Ly =x+y+6, хТу- = Ty-4xy-4(x*y)* 5: x,y sc. 
= xy + 6x + бу + 30, х, y e Z. Să se 
studieze dacă f:Z o 7, f(x)=x-6 
este morfism între inelele (Z, +, -) 


si (Z, 1, T). Este f izomorfism? 


Dacă f : Q Q, ї(х)-5-31, sà se 
4 3 

arate cà: 

a) f /, este morfism intre inelele 
(2, +) si (Q, L, T); 

Pe multimea D se definesc opera- b) f este ошохо între corpurile 
tiile algebrice x Ly =x+y - 1, (©, + ) 51 (©, ds T). 

x T y =2xy —2x —2y +3, x, y e D. || E4. Se consideră mulțimile de matrice: 


à à i : A a 8b 
Să se arate că funcţia f:R— R ла - a J apee}, 
f(x)= = +1 este izomorfism intre 
a b 

il ‚ +, :) si (Р, L, T). = „b : 
corpurile (D, +, -) si (R, L, T) Ma (а a) a «e 
Pe multimea € se definesc opera- Sá se arate cá inelele (corpurile) 
tiile algebrice x 1y-x4y- 2, (m, +, ) 51 (Ma, +, ) sunt 120- 


morfe. 
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E5. 


E6. 


A1. 


A4. 


: Ë : 
Fie .4 = 54|, 
1а а 


arate са (M, +, ) este согр соти- 


acel. Să se 


tativ izomorf cu corpul (C, +, -). 


Pe mulțimea 25 se definesc ope- 


rațiile algebrice x Ly =x+y+ i, 


хТу-ху-х-у, X, y € Z5. 

a) Sà se alcàtuiascà tabla opera- 
НПог, | “ si, T“. 

b) Să se arate са (25, +, -) = (25, L, T). 
c) Care dintre funcțiile f, : Z5 — fs, 
f, (х) = x + a, este morfism (izomor- 


fism) între (25, +, -) si (25, L, T)? 


APROFUNDARE 


Pe multimea Г se considerà 
operaţiile algebrice x 1 у=х+у – 
1 1 

-2, ХТу--ху--(х-у)-8, 
y-4X3y-3(x*y») 

Vx, y e D. Sá se determine a, bc p, 

astfel f: D — D, 

f(x) = izomorfism 

intre inelele (corpurile) (D, +, -) si 


(R, L, T). 


încât funcția 


ax+b să fie 


Se consideră а є м" 


sa- (a a) 


Să se arate că: 
a) (Ma, +, :) este inel comutativ; 


si mulțimea 


a,b є z eas a. 


b) inelul ./,4 are divizori ai lui 


zero dacă si numai dacă d este 
pătrat perfect; 

c) dacă d nu este pătrat perfect, să 
se arate că inelele (M4, +,-) si 


(z (va), +, ) sunt izomorfe. 


Să se arate că inelele (7 (2), +, ) 
si (z (уз), +, ) nu sunt izomorfe. 
Generalizare. 


Să se arate că următoarele inele 
(corpuri) nu sunt izomorfe: 


AD. 


A6. 


A7. 


A8. 
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a) (Z, +, ) si (Q, +, -); 
b) (Q, +, -) si (R, +, -); 
c) (Q, +, | si ин +, | 
а) (e(/2 +.) si (e(/s 


xin) 
Fie (A, +, ) un inel și End(A) 
multimea endomorfismelor de inel 
ale lui A. Sá se arate са 


(End (А), +, °) este inel („°“ repre- 


zintá compunerea functiilor). 


Sà se determine: 
End(Z), End(€), End(Z,), End(Z;). 


Sá se determine morfismele de inele 
intre: 


а) (Z, +, -) si (Z4. +, -); 
b) (Z, +, -) si (25, +, -); 
с) (Z2, +, ·) si (Z4, +, ·); 
d) (Z4. +, -) si (25, +). 


Fie di, 4, є N” numere naturale li- 
bere de pătrate. Să se arate că ine- 
lele (corpurile) (di) si e( Ja; ) 


sunt izomorfe dacà si numai dacà 
d, = do. 
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D1. 


DEZVOLTARE 
Fie (A, +, -) un inel în care x2 =1, | D2. Fie (А, +, -) un inel în care x^ =1, 
V xe A (0). Sá se arate că A у хєА \ {0}. Sá se arate cá A 
este izomorf cu inelul Z, sau Z3. este izomorf cu unul dintre inelele 


Ёс, Z3 sau Z5. 


Оз. 


O2. 


O1. 


O2. 


Testul 1 
Pe mulțimea R se consideră operațiile algebrice: 
Grupa 1 Grupa 2 
xly=x+y-5 xly=x+y+2, 
x T y = 3xy - 15x - 15у + 80, x T y = xy + 2x + 2y + 2, 
V x, yek. V x, yek. 


Sà se studieze: 

a) ce structuri algebrice reprezintă (D, 1) și (D, T); 

b) dacă operaţia , | “ este distributivá în raport cu „Т“; 
с) dacă (R, L, T) este inel fără divizori ai lui zero. 


(5 puncte) 
Să se rezolve in Z,: 
Grupa 1 Grupa 2 
а) 2x? + 2x = Ô; a) 3x? + Зх = б; 
2x + Зу -i 2x+y=3 
Da iai Hi Т 
3х-2у-2 3x+3y=2 
(4 puncte) 
Testul 2 


Pe mulțimea 7 se consideră operațiile: 
хїу-х-у-а, хТу-ху-Їх-Зу-с, х, у є 7. 


а) Să se determine а, b, сє 7 pentru care au loc relațiile: (2 1 3) Т1= 41, 
(211)T3=51și1T(213)=(1T2)1(1T3). 
b) Pentru valorile lui a, b, c găsite, să se precizeze dacă (7, 4, T) este inel, sà 
se afle % (2) si multimea divizorilor lui zero. 

(5 puncte) 
a) Sà se determine n є М, п > 8, astfel їпсаї in inelul (Za. +, ) inversul 
elementului Š să fie 7. 
b) Pentru valorile lui n găsite să se determine 4/(Z,). 


(4 puncte) 
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O1. 


O2. 


O1. 


O2. 


Testul 3 


Pe mulțimea E = R x R se introduc legile de compoziție: 
(a, Ъ) + (x. y) = (a * x. b« y): 
(a, b). (x. y) = (ax, ay + bx). 


a) Sá se arate cá (E. +, ) este inel comutativ. Este acesta corp? 
x 
b) Sá se arate că aplicația Ї:Е-»./ (Е), f(x, y) = Ё 4 este morfism 


între inelele (E, +, -) si (Ma (R), +, з). 
(6 рипсїе) 
(Univ. București) 
Fie A - (0, 1, a, b) un inel cu patru elemente. Sá se arate cá: 
a) funcția f : A — A, f(x) - 14 x este bijectivă; 


b) Y f(x)=1+a+b și 1+1+1+1=0. 
хєА 
c) dacă A este corp, atunci 1 + 1 = 0. 
(8 puncte) 
(Univ. București, 1981) 


Testul 4 


Pe mulțimea C definim operațiile algebrice: 
Zi l Z2 = Zi + Z2, Zi Т Z2 = 21:29 + (Imz,):.(Imza), V 21, Z2 < €. 
a) Sá ве arate cà tripletul (€, |, T) este inel. 


b) Sá se determine 4/(€). 


0 1 
c) Dacă ./ = [on t [о о) 


d) Să se arate cá f : € 5 M, f(x + iy) -[ 4 este izomorfism între inelele 
x 


x, ye 3 să se arate că (.//, +, .) formează inel. 


x 
0 
(Є, L, T) si (M, 4,4). 
(6 puncte) 


2 


Fie (A, +, -) un inel cu proprietatea cá x^ = x, V x e A. Sá se arate cá: 


a) 1 + 1 = 0; 
b) inelul este comutativ; 
c) dacă A este corp, atunci А = Ёо. 


(8 puncte) 
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III. INELE DE POLINOAME 


Mulțimea polinoamelor cu coeficienţi 
într-un corp comutativ 


În acest capitol se va considera un corp comutativ (K, +, -), unde 
К reprezintă una dintre mulțimile Q, D, € sau Z, p număr prim. 


1.1. Şiruri de elemente din corpul К 


«<» DEFINIŢII 
[ Se numește sir de elemente din corpul К o funcţie f : N — K. 
° Elementul a, =f(n)eK reprezintă termenul general al șirului. 


Ordinea de scriere a numerelor naturale induce ordinea de scriere 
a termenilor șirului și anume: ag, ау, а», ..., ag, .... 

Pentru un șir de elemente din corpul K se va folosi notația 
f = (ао, ац, a5, ..., a4. ...) sau f= {an}. 


Două șiruri f-(ag.aj,...a4,..) 81 g-(bo.b,... b...) sunt 
egale dacă ag = bo, aj = bj, а = bo, ..., an = b, .... 


«<» DEFINIȚIE 
| Un sir f-(ag,2,,... а„,...) se numește sir finit dacă există un 
număr natural p, astfel încât a,, = О, oricare ar fi m > p. 


Așadar, un sir este finit dacă are un număr finit de termeni 
nenuli. 


IF Exemplu 
* fi = (10, 0,...,0,...), f2 =(9,0,0,5,0,0,...,0,...), fj, f cu elemente din R. 


1.2. Operații cu șiruri de elemente din corpul K 


Notăm cu K mulțimea зїгиг ог de elemente din corpul K și cu 
ki» multimea sirurilor finite cu elemente din K. Se observá cá are loc 


incluziunea KW) c K^. 
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«<» DEFINIŢII 
Fie f,geKN, f=(ao a, az.. an, ...); == (Бо, bi, Dg, ..., bu) două 
siruri. 

eSirul heKV, h = (а +00, aj bj... an * bu...) se numește suma 
sirurilor f si g. Se notează h = f + g. 
e Şirul he K, h = (со, с, ..., с 


»..). unde pentru oricare meN avem 


m 
Cm = agbg t ajby, , ад Бо > ар: Бк se numește produsul 
k=0 


sirurilor f si g. Se notează h = Ё. g. 


IF Exemplu 
* Fie K = € si f = (1, 1, 2, 3, –1, 0, 0,...), g = (O, 1, 1, O, O, 1, O, О,...). 
„f. 


Atunci f + g = (1, 2, 3, 3, -1, 1, 0, 0,...), f - g = (0, 1, 2, 3, 5, 3, O, 2, 3, — 1, O, 0,.... 


m TEOREMA 1 


Multimea KW a șirurilor finite este parte stabilă a mulțimii KN 
în raport cu operaţiile de adunare și înmulţire a șirurilor. 


Demonstraţie 
Fie f, ge K() f = (ао, a, ад, ..., am. О, 0,...), 
g = (bo. bi, ..., bn, O, O, ...) astfel încât am, bn eK \ [0]. 


a) Dacă p > max (m, n), avem a, +b, =0 si astfel: 


f +8 = (ag + Бо, a, + b}, .... ap-ı +b O, O, Je KO). 


р-1° 
b) Fie p>m+n si f-g = (Co, Cj, Со, Сз, C4, ...). 


т р _ 
Rezultă c, = Уак: y + У, aj: by 4. În fiecare sumă factorii 
k=0 k=m+l 


subliniati sunt nuli, deoarece Ад = âm+2 =... ap =0 și b; = ъл = 


= uz ss bp =0. Rezultă că elementul Cp = O. 


Aşadar, f- g = (со. Сү, ..., €p. 1, О, 0, A ek"). ш 


© OBSERVAȚIE 
° Dacă p=m+n si am, b, €K', atunci си -a,,-b, eK'. Așadar, 
m + n este rangul cel mai mare pentru care elementul c, este nenul. 
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4» DEFINIȚII 


e Orice element al mulțimii к^ ре саге ѕ-а definit adunarea si inmul- 
tirea de siruri se numeste polinom cu coeficienti in corpul K. 


T N * 
«Раса f eK), f = (ao. ац, a2, ..., ад, О, 0, ...), unde a, eK , elementele 
ао, aj; Ap se numesc coeficienţii polinomului f, iar n eN se 
numește gradul polinomului f si se notează n = grad(f). 


e Coeficientul a, eK ` al polinomului f se numește coeficient 


dominant. Dacă coeficientul dominant este egal cu 1, polinomul se 
numește polinom unitar sau monic. 


e Polinomul f = (0, 0, 0,...,0,...) cu toti coeficienţii zero se numește 
polinom nul. Polinomului nul i se atribuie gradul —o. 


| TEOREMA 2 
Tripletul ЁО +, ) formeazà ип inel comutativ fàrà divizori аі lui 


zero [inel integru). 
Demonstraţie 

Verificarea axiomelor de inel este lăsată drept temă. Elementul 
neutru în raport cu adunarea este polinomul nul e = (0,0....), iar față 
de înmulțire este polinomul f = (1,0,0,...). 

Să arătăm că inelul este integru. 

Fie f,seK polinoame nenule, f = (ао, а, ..., an, 0, 0,...), g= 
= (bo, bi. ..., Б, O, О), grad(f) = п, grad(g) = m. 

Notàm fg = (со, су, Со, ...) produsul polinoamelor f si g. Numărul 
Cmin = An b, este element nenul în corpul K, deci 1-6 este polinom 
nenul. Așadar inelul este inel integru. Ш 

[.] RETINEM! 


2 OBSERVAȚIE grad(f - g) = grad (f) + grad (g). 


e Pentru p» m«n avem c, = 0. 
Rezultă cà: grad(f.g) = m + п = grad (f) + grad(g). 
[] ТЕМА 


Sá se determine suma si produsul polinoamelor: 
a) f = (1, 2, - 1, 3, 0, 0, ...), g = (-1, —2, 1, 1, 0, 0, ...), 4, ge R0); 


b) f = (-1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, ...),g = (1, О, О, 0,1, О, 0, ...), f, ge ©©); 
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© Forma algebrică a polinoamelor 


2.1. Polinoame constante 


Să considerăm mulțimea АШ a polinoamelor де forma: 

f = (а, 0, 0,...,.0,...),.aeK. 

Dacă f = (а, 0, 0,...), g = (b, 0, 0,...), а, be K, atunci: 

f +g = (a+b, 0, 0,...) iar f -g = (ab, O, 0,...). 

Rezultá cà multimea KN este parte stabilă a mulțimii KO) in 
raport cu operaţiile de adunare si de înmulţire a polinoamelor. 

Mai mult, funcţia F: kv >K, F(f)-a, unde f - (a, 0, O, ...) este 
bijectivă si verifică egalitátile: F(f - g) - F(f)- F(g) si Е(Г-а) = F(f)-F(g). 

Aceste proprietăți ne permit sà identificăm polinoamele de forma 


f = (а, 0, 0,... cu elementul a e K. În acest mod mulţimea Г АШ se 
identifică cu mulțimea К. 

Polinoamele de forma Ё = (а, 0, 0,...) le vom numi polinoame 
constante. 


Dacă x eK si f =(ag,ay,...,. ap, 0,0,...)e К^), atunci: 
Xf = (x, 0, 0,...)-(ao, а, .... an» 0, 0,...) = (xag. хац, ..., Хад, О, 0,...), (1). 


Relaţia (1) exprimă regula de înmulţire a unui polinom cu un 
element din corpul K și anume: 


Un polinom se înmulțește cu un element din K inmultind fiecare 
coeficient al polinomului cu acest element. 


2.2. Forma algebrică a unui monom 


<» DEFINIŢIE 


*Un polinom f eK se numeste monom dacá are un singur 
coeficient nenul. 


IF Exemple 
+ f = (0, O, 2, O, O, ...), g = (1, O, 0,...,0,...), h = (0,1, O, 0,...). 


Un rol important în scrierea unui polinom îl are monomul 
X = (0, 1, 0, 0,...) care se citește „nedeterminată X“. 
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Definim puterile nedeterminatei X în mod recurent: 
ЕО X” =X"1.X,n>2. 

Se obtine: 

X? = (0,0, О, 0,...) 


X? = (0, 0, 0, 0, 0,...) 


X" = (0, O, ..., O, L O, 0,...) 
— sey.=Ns .Ə Ü —. 


n zerouri 


Se observă cà X?, X?, ..., X^, ... reprezintă monoame. 
ж 
Pentru monomul fj = (0, O, ... O, ад, 0,..), a, є К, avem scrierea: 
— ———— 
k zerouri 
fk -ар-(0,0,...0,1,0,..)-аүХ". 
————— 
k zerouri 


Așadar f, =a, .XE, relaţie care reprezintă forma algebrică a 
monomului fx- 

Numărul k €N reprezintă gradul monomului f. Două monoame 
se numesc asemenea dacă au același grad. 


2.3. Forma algebrică a unui polinom 


Fie feKW,f= (ao, ау, ..., an» 0, O, ...), ap EK* un polinom de 
gradul n. 

Folosind operaţiile cu polinoame avem: 

f = (ag, О, 0,...)+(0, a, 0, 0,...)+(0, О, аз, 0,0,...)+...+ 


+| 0, O, ..., O, ap, O, O, ... | =a +a X+aX2+...+a, X". 
———— 


n zerouri 


Așadar, ао тах а Ф та. Ха scriere саге reprezintă 
forma algebrică a polinoamelor de gradul n în nedeterminata X. 

Rezultă că polinomul f este o sumă de monoame. 

Monomul ,a,X"* se numește monomul dominant al poli- 
nomului f. 


Scrierea unui polinom sub formă algebrică este unică, abstracţie 
făcând de ordinea de scriere a monoamelor. 
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Fie f, geKM, f = ao +a X ao X^ +...+a,X", g = bo +biX + bX? + 
+...+ br X”, grad(f) -n si grad(g) = m. Polinoamele f si g sunt egale 
81 scriem 1-6, даса ац acelasi grad si coeficientii respectiv egali: 
mim și ao = bo. a, =b. as = bs, ... an = ba: În particular, polinomul 
f este egal cu polinomul nul dacă toti coeficienții săi sunt nuli. 


Pentru mulțimea K se va adopta notatia K[X] pentru a pune in 
evidenţă nedeterminata X. 

În particular, avem mulțimile de polinoame @[X], R[X]. Є[Х], 
7 [Х], adicà multimile de polinoame in nedeterminata X cu coeficienti 
în corpurile €, D, Є, respectiv Z,- 


Se observă că există incluziunile ф|Х|с p|X| < £ [X]. 
2.4. Valoarea unui polinom. Functii polinomiale 


Fie fe K[X], f =as+a,X+..+a,X", а, eK un polinom de gradul n. 


«<» DEFINIȚIE 
| Dacă хєК, elementul f(x)=ao+ax+..+a,x”eK se numește 


valoarea polinomului f în x. 


IF Exemple 
• Fie feR[X],f=1+X+X2 si x e [-1, 0,1}. 


Atunci #(-1) =1-1+1=1, #(0) =1+0+02 =1,f(1)=1+1+1=3. 
• Fie f e C[X], £-2« X^ +X si x efi, 1/3). 


Atunci f(i) -2-1«1-2, (1/3) -2-3«9 - 8. 
* Fie f c Z5[X], f -2« X» 3X? si хє{ї, 0, 2). 


Atunci Ц1)-2-1-3-1,:(0)- 2- «0-0-3,4(2)-2-2-3.3-2-4-3 
© OBSERVAȚIE 

Dacă f, ge K[X]. atunci au loc egalitátile: 
• (f+8)(x)=f(x)+s(x), V x e K; 


e (f£-g)x)-f(x)-8(x). V x e K; 
e (f. g)(x)= f(x): g(x), V x e K. 
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4» DEFINIȚII 


e Fie f eK[X] un polinom nenul. Se numește funcție polinomială 
atașată polinomului f, funcţia f : K o K, f(x)=f(x), x e K. 

eFunctia f:K >K se numește funcție polinomială dacă există un 
polinom g e K[X]. astfel încât f = g. 


IS" Exemple 
* Funcţia Í : € Є, f (2) =az+b,a e С° este funcţie polinomială atașată polino- 
mului de gradul 1, f e Є|Х|, f = b + aX. 
* Funcţia Î: Z5 > 25, Ё (x)= 2x? +3х +5 este funcție polinomială atașată polino- 


mului f e Z5 [X], f = 2 + 3X + 2X?. 


© OBSERVAȚIE 
° Dacă f eK[X], atunci funcția polinomială f ataşată lui f este unică. 
Reciproca acestei afirmații nu este adevărată. 


IF Exemplu 
* Fie neN' si f, e Zə [X], fa = X^. Atunci În (ô) =Ó si În (î) =l. Așadar, pentru 


oricare neN funcția f:Z > Z>, f (0) = 0, f (1) =1 este functia аїазаїа pentru 
fiecare polinom fn. 


În cazul în care nu există posibilitatea unei confuzii, se va nota cu 
f funcţia atașată polinomului f e K|X]. 


© Operatii cu polinoame scrise sub formă algebrică 


3.1. Adunarea și înmulţirea polinoamelor 
scrise sub formă algebrică 


Fie p e N si f, ge K[X] monoame de gradul p: f = ay XP, g = by ХР. 
Având în vedere modul de definire a adunării polinoamelor obținem: 
(f + в) = (a5 by) X*. (1). 

Mai general, dacă f,geK[X] sunt polinoame de gradul n, 


respectiv m: 
f = ag +a,X +a X2 +... +a X", 
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g = bo + bX + bX? +...+ b, XP, 
polinomul sumă se va scrie sub forma: 

f+g= (ag * bo) + (aj +bi)X +(a> +b>)X2 +... (ap +b, XP EN (2. 
cu convenţia că а; = 0, pentru i»n si р, -0, pentru |» m. 


Relaţia (2) ne arată са suma a două polinoame se face adunând 
monoamele asemenea din cele două polinoame. 


IF Exemple 
ef =2 + X+3X2 +6X3, g=1-2X+2X2-X5. 


Avem f +g =(2+1)+(1-2)X+(3+2)X2+(6-1)X5 =3- X +5X2 +5XŠ. 
ef =-1+X-X?,g=1+X+X?+X?. 


Avem f+g=(-1+1)+(1+1)X+(-1+1)X? +(0+1)X? =0+2X+0-X? +1- X? =2X+X?. 


Fie f, ge K[X], f = ap XP, g = bq X% două monoame. Folosind defi- 
nitia înmulțirii polinoamelor se obține: f-g=apbq ХР#Ч (3), deci 


produsul a două monoame de gradul р, respectiv de gradul q este un 
monom de gradul p+q. 


Analog, dacă f, geK[X], f =aọ +a, X+a,X2 +...+a, X", g = bo +b,X + 
+b,X2 +...+ bi X” sunt polinoame de gradul n, respectiv m, vom 
obține, cu convenţia că а; =0, pentru i» n si b; =0 pentru |» m: 

f.g = ao -bo +(aob, + aybo)X+(aobo +ab, + agbo) X? "Exe 
bo) X огт, (4). 

Produsul f.g este un polinom de gradul m+n. Relaţia (4), care 


+(аор а + атра +... + am+n 
dă forma algebrică a polinomului produs f-g, poate fi ușor obținută 
dacă avem în vedere înmulțirea a două sume, scriind: 

f.g- (ао +a X +a9X? +...+ an X" )(bo +biX +b3X? +...+ b, X") si 
efectuând calculele, având in vedere regulile de înmulţire a două 


paranteze și calculele cu sume și produse de monoame. De asemenea, 
se are în vedere că adunarea și înmulţirea polinoamelor sunt comutative. 


IF Exemple 
*f=1+X+X2 g=1-X. 


Se obţine: f.g = [1 +X + X2)(1 X)=1-X+X X FXK -X7 =J- XS, 


. f -(1«2x | x) =(1 БЭХ i х?\(1 БЭХ + x?)-1 рох + X2 42X +4X2 «2X9 +X? + 


+2X3 + X^ 214 AX 4 6X? + AX? + X*. 
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Să se determine polinoamele f, g e Є|Х| de gradul 1, care verifică 
egalitátile (X +1)f +(X -1)g =2X2 -2 si (2)-8(0). 

Solutie 
Fie f = aX +b, g = cX + d, a, ce €'. Egalitatea dată se scrie: 
(X+1)(aX+b)+(X -1)(ceX+d)=2X2-2. 

După efectuarea inmultirilor si adunării se obține: 
(arc)X2,(arbid 2 9)x « BEd -2x^ - 0. x 2. 
Egalitatea de polinoame conduce la egalitátile: 


а+с= 2, а-р-4-с-0,0-4--4. 


Rezultă că с= 2-а, b= -а, а= 2-а, а= а є С. 
Așadar, f -aX-o, g = (2-а) Х+2-а. 


Din conditia î(2) = s(0) se obține а =1 și f=X-1l,g=X+1. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


Е1. 


Е2. 


ЕЗ. 


EXERSARE 


Să se scrie sub formă algebrică 
polinomul f și să se specifice 
gradul acestuia: 


а) f = (1, 0, 1,2, 3, - 1, 0, 0, ...) є 
e O[X]: 

b £= (0, 0, O, 1, 2, - 1, 0, 0, ...) є 
ep [X]; 

c) f-(010,10,i — i, 0, O, ...) є 
e C[X]; 


€ Z5 [х]. 


Sá se determine în funcţie de 
parametrul m є R, gradul polino- 


mului fe R[X]: 

a) f =m +(m -1)X; 

b) f-2«(m?-1)x +(m2 - 3m + 
+2)х?. 


Sà se determine gradul polino- 
mului f, in cazurile: 
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a) fe Q[X], £22 +(m -1)X2 + 
+[2m2 -3ш- 1) x; 

b) f e zs [X], f - i тх + 

+ (m? -m)x?: 

с) f € Z5 [X], f = (m? + î) x? + 
*(m«8)x +2; 

d) f e C[X], f = m? -1+ 2X + 
+(m? - 3m + 2) x? + (m? - 4) x"; 
e) f e C[X], f =1+(m? « 1)x + 


+ mx? + (m? + m) x. 


. Se consideră feC[X],f=1+X+ 


+X? + ХЗ. Să se calculeze: 


а) f(1+i), f(1-i), f(1« i/3), 


(1 - i/3); 
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E5. 


E6. 


E7. 


Al. 


b) 4(1-42),4(1-42),4(3-242), 
f(4+ 5); 


с) ЦЭНЭ 
1-1 1-1 


Să se determine ЇЄСЄ(|Х|, astfel 
încât: 

a) f = a + bX, f(i) - L #(1-1) =1; 

b) f =a + bX + cx2, f(1)=f(i)= 
=f(-i)+1=0. 


Sà se efectueze suma polinoamelor 
f, ge C [x] : 


E8. 


с)1ї-1-Х-Х2-Х7,8-1-Х- 
-X? + X? _x1, p= 2. 

Sà se efectueze produsul polinoa- 
melor f, g e C [X]: 

a) f=X2+X+1,g=X2-X+1 

b) f=X-1,g=X2+iX-1; 

c) f=1+X+X2+X5,g=1-X; 

d) f=(1+X)(2+X)(1-X), 

g =(1-X)(2-X). 


2 3 2 E9. 54 se efectueze produsul polinoa- 

а) f=1+X+X“ +X”,g=1-X“- melor f, g c Z, [X] : 
3 4. А 2 
дэв a) 1-1-Х,6-1-Х-Х2,р-2: 
" A r до A e < 
b f=1+(1+i)X+(1-i)X*, g=1+ b) f =3 + X + X2, -2-2х-х2, 
-(1-1)Х-(1-41)ХЭ, p=3. 
c) 1-1-21Х-3Х2, 6--141Х72- c) 8-(1-2х) x + x°, 
" 3 ” Эх 
хазаж: 8-(1-3х-х2х,р-5. 
Să se efectueze suma polinoamelor 
f, ge Zp [X] : E10.Sá se determine polinoamele f, g є 
a) #-1+3х + 4х2, g - 81. 2X + ЄЁЇХ|, f = aX + b, g = eX + d, in 
+X? + X3, p = 5; cazurile: 
2 2 2x3 . 
b) f =2 + 2X + X3, 6-5-4Х- a)X f+(x +1)g=x +1; 
«6x? _x4, рст; b) (X «1 (X f) (кв) хех «1. 
APROFUNDARE 

Să se determine parametrii pentru A2. Fie fec[x], f=n2_1+(m+n)2X+ 
care polinoamele í si g sunt egale: 
a) f, g e Q[X], f=2+3X+(m+1)X?, +(m? –1) x2. Pentru ce valori m, 
g=(2m+4)+3X + (m? 2 1) хз; пєЄ polinomul f este polinom nul? 
b) f,g e C[X], f =m+nX+(m+n)x2, АЗ. Se consideră polinoamele f, g e C[X], 


g= m? + n2x + 2X?; 
c) fgeZs[X]. f=m+i+[m+2)x+ 


+2x2, g=n+ m?X + m5x2. 
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f - (a - b) X? +(2a+b+1)X+a+1 
și 8-(2а-Ы-1)Х7 +(а? +ъ?)х+ 
+1-b. Pentru ce valori a, be Є 
polinoamele au acelasi grad? 
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A4. Fie f e C[X], f = X? -aX — b. Să se 


A6. 


determine a si b știind cà f (1) = 2, 
Ё(-2) = 8. 


. Să se determine f є C [X] de gradul 2 


dacă f (1) = f (2) = 0 si f (3) = 6. 
Să se determine f є 75 [X] de gradul 2 
dacă (1) - (8) = 5 si f (ô) = 8. 


A11. 


A12. 


Să se determine f є Є[Х], dacă: 

a) f. (X^ «2X + 4) = x? - 8; 

b) f(x? «x«1)-x* «x? +1; 

с) f. (1- X)(1+ x?)- x° -1. 

Fie f,geZa[X]. f=a+X+X2, 
g = + ах. Pentru ce valori ale lui 


„a“ si „b“ există egalitatea: 
(х+1)ғ- (х? *2)g- х? -Х-Х39 


A7. Fie f=1+aX+X2eC[X]. Să se 
demonstreze că dacă f(1+z)= A13. Aflaţi polinoamele fe K[X|, în 
=f(1-z),vzec, atunci f este cazurile: 


AS. 


A9. 


A10.Să se determine a, beC, 


pátratul unui polinom de gradul 1. 


Fie fe Z3[X], f =a +bX + сх?. Să 


se determine f stiind cà functia Ї 
este egală cu funcţia polinomială 


atașată  polinomului g €Z; [Х], 


g=2- x +2x2. 


Se consideră polinomul f = 1-3Х- 
+X? + 2X? e Z5 [X]. Să se deter- 
mine polinoamele ge 25[Х], de 


grad cel mult 3, astfel încât f = g. 


astfel 
încât polinoamele f,ge€[X].f- 
8-2-13Х 


=a + X, să verifice 


egalitatea f.g = X? _ 4. 


A14. 


A15. 


a) grad(f)=2 si (f(x)? = £ (x°), 
V x < K; 

b) grad(f) x2 si f(x? +1) =? (х) +1, 
V x ec K; 

c) f(x-1)+2f(2-x)=x2?+x+1, 
V x e K. 


Sà se arate cà urmàtoarele functii 
nu sunt functii polinomiale: 


a) f : R > D, f(x) = |х|; 
b) f : R > D, f(x) = x? + |х 
c) f : € Є, f(z)-z«]z|; 
d) f : € > €, f (z) = 22 + z. 


Sà se arate cà oricare functie 
f:74— fs este funcţie polino- 
mială. Generalizare. 


3.2. Împărţirea polinoamelor 


Fie (K,+,:) un corp comutativ și polinoamele f,geK[X]. g 


polinom nenul. 


<» DEFINIŢIE 


* A împărți polinomul f la polinomul nenul g în K[X] înseamnă a 
determina polinoamele q, r e K[X], astfel încât: 
b) grad(r) < grad(g). 


a) f =g-q+r; (1) 


114 


Algebră * Ill. Inele de polinoame 


Polinomul f se numește deimpártit, g se numește їтшраг ог, iar 
polinoamele q și r se numesc câtul, respectiv restul împărțirii. 
Având in vedere egalitatea f = g-q +r, se obține egalitatea: 


grad (q) = grad(f) - grad(g). 


În legătură cu împărţirea a două polinoame în inelul K[X] se pun 
câteva probleme: 

* Pentru oricare două polinoame există un cât si un rest al 
împărțirii? 

e Dacă există câtul și restul împărțirii, atunci acestea sunt unice? 

e Prin ce algoritm se pot determina câtul și restul împărțirii? 


Răspunsurile la aceste probleme sunt date de următoarea 
teoremă. 


m TEOREMA 3 (teorema împărțirii cu rest) 
Fie f, seK[X],s70. Atunci există si sunt unice polinoamele 
q, re K[X] cu proprietăţile: 
a)f-g.q-«r 
b) grad(r) < grad(g). 


Demonstratie 

Unicitatea cátului si restului 

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem că există poli- 
noamele qı; 92, n, r; e K[X], astfel încât q, + q2, r, # r> care verifică rela- 
Ше: f=s-q,+n,f=g5:q2+1p si grad(r,)< grad (g), grad(r,)< grad(g). 

Atunci rezultă са = 5:4 +0 = 5:45 +r, relaţie din care rezultă 
egalitatea g(q; – 9) = 5 - n. 

Referitor la grade se obține: 

grad (8) + grad(q; - q2 ) = grad(r, – п) < grad (g). 

Contradictia rezultată conduce la egalitatea q; = q9, si apoi rj = rs. 

Existenta 

Fie n - grad(f), m - grad(g). Deosebim cazurile: 

1. Pentru n « m, avem f =0:g+f siseiaq-0,r-f. 

2. Pentru п> m, fief -ag +аХ+а,Х? +...+a X”, g- bg +ЫХ + 
+b>X2 +...+ b X™. 


115 


Algebră * III. Inele de polinoame 


Considerăm polinomul: 

gı sasubuX" sena X^ kg Da i ba X" Laue boa bu X" m, 

Rezultă са polinomul f, -f-g are gradul strict mai mic decât 
gradul polinomului f. 

Fie f, = Co +c X +cəX2 +... + ca X™, n <n. 

° Dacă n, « m, avem f, -f-ajb,,X" "g sau f =a b X" mg -+f 
și se ia q a,b, X" m si r= f. 

* Dacá n, 2 m repetàm procedeul anterior de micsorare a gradului 
printr-o nouă scădere, luând: #5 = сь 00е si f, =f, ode. 
Evident n = grad(f5) < n, < n. 

Se repetă procedeul pentru perechile de polinoame (f3, 52) si se 
obțin succesiv relațiile: 


fi=f-gı 
f. = f Deoarece intre gradele polinoamelor 
2 = h — 82 та "d 
f, fj, 5, ..., fj. ... există relaţiile: 
f3 = f5 — g3 
ГИК n»nj»ng»..»ny».. Si mefl 2,..., п}, 
fp+1 ын fp -8ра atunci există un număr se N, astfel încât 
—P " s<m. 
fs ^ Ба _ 85 


Adunand relatiile anterioare, se obtine: 
f; = f — 81 —8ə —...— gs, grad(f.)= n, < m. 


Așadar, f = P eJ: Г,-8-4-41,, deoarece fiecare polinom g, 
k=1 


m 


verifică egalitatea g, -8-0-Х"”5 ", cu a e K. 


Luând г -Г,, teorema este demonstrată. M 
© OBSERVAŢIE 


* Teorema împărțirii cu rest oferă un algoritm concret de determinare 
a cátului si a restului impártirii a douá polinoame. 


Кё? Exemplu 
*Fiefec[x], f = X? +X? +X +2, g = X2 -X +1. 


Construim polinoamele g; = X9??.g-X.g- X? -X?«4 X. 
Se obţine f, =f - gı = 2X? +2, ро = 2g = 2X? -2X +2 si fə - fj - gg - 2X. Cum fo 


are gradul mai mic decát gradul lui g, restul va fi r - 2X. 
Avem f =f + gi t go = 5 + XE -(X 42). g 4 2X siastfel q = X «2 si r = 2X. 
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Algoritmul sugerat în demonstrația teoremei poate fi aranjat sub o 
formă convenabilă, urmând o cale analoagă împărțirii cu rest a 
numerelor întregi. 


Se procedează astfel: 

• Se împarte monomul dominant al deimpártitului la monomul 
dominant al impártitorului. Se obtine astfel monomul dominant al cátului. 

e Se înmulțește monomul obţinut la cât cu impártitorul g si 
produsul obținut se scade din deimpártitul f. Se obţine polinomul f. 

e Se continuă împărțirea luând ca deimpártit polinomul f, si se 
imparte monomul dominant al lui f, la monomul dominant al lui g 
rezultând al doilea monom al cátului. 

e Se repetă procedeul anterior până când polinomul f, are gradul 


inferior gradului polinomului g. 
Polinomul f, va fi restul împărțirii. Schema de calcul arată astfel: 


baX" cb, X7? +...+bo (g) 


-lyn-m 
ар X + +... 


(f): а,Х"-а, 4X' 7 e... aX c ag 


————— 2 
primul monom al doilea 
al câtului топот | 
al catului 
(catul) 


Restul (f. ): 


I7 Exemplu 
* Sà se împartă polinomul f e ЄХ], f = X* + X? +1 la polinomul ge €[X]. g = X -1. 


Secventele împărțirii Schema împărțirii 
Monomul dominant al câtului este deimpártitul impàrtitorul 
X^ = ХЗ. Se obţine: (£) xf +х? +1 Х-1 (8) 


e fi =f -X3g=f-XŠ(X-1)=X%+X +1. 
* A] doilea monom al câtului este: 

P L= X2. 

Se obţine: fo = f; — хер =2Х° +1. 

* Al treilea monom al câtului este 

2X?! = 2X, iar fs = fj -2X.g - 2X «1. 

* A] patrulea monom al cátului este 

2X! = 2, iar f4 = f3 — 2g = З = restul. 


KEES Ср Э 60 


câtul 
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=) 


OBSERVAȚII 


1.În cadrul algoritmului anterior, asupra coeficienţilor celor două 
polinoame f si g se efectuează numai operații de adunare și înmulțire 
în corpul K. Astfel, va rezulta că polinoamele cât și rest vor avea 


coeficienți în corpul K. 


2.Fie f, ge K[X] si f=sq+r, unde q este câtul, iar r este restul 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


E1 


E2. 


E3. 


împărțirii lui f la g. 


Dacă impártim fla гу = ag, ae K, putem scrie f = абд + n. 


Dar f=gsq+r= ag(a 1q) +r=agqi+r si din unicitatea cátului si 


restului rezultă r, = г si q; -а Ч. 


. Să se efectueze împărțirile de poli- 
noame in CX]: 


aff-X?.X«Lg-X-L 

b) f-X* «2X? + X +2, 
g£-X?.X^«k 

c) f = (X +1)(X + 2) + ХЗ, 
g=(X-1)(X +1); 

d) f=X5+X1+xX2+1,g=X2+1; 
е) f=X1+iX2+X+i,g=X+1; 

0 ї=Х* +(1+1)х9—-1+1,д-Х° +i. 
Să se efectueze împărțirile de poli- 
noame în Z, [X]: 

a) f = X? + X? + Î, g = X +2, р= 3; 
b) (-2Х7-3Х-2,6-Х-3,р-5 
c) f =X?” -x +X-Î,  -Х2-41, 

p = 2; 

d) £- (x? +1) «2(x? +9), 
g-(x«i) +1, p=3. 

Să se determine polinomul g є Є[Х] 
știind că f = X? _X2+X+15 e €[X]. 
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EXERSARE 


împărţit la g dà cátul q = X +2 si 
restul r =1. 


. Să se efectueze împărțirile de poli- 


noame în C [X]: 

a) f -(X-1? «(x +1)°, 

g -(X- 1f «(x «1)^; 

b) #-(х-1)2(х+2) «(X «1? (Х-2), 


g=X2 L X +1; 
c) f =(X -1)(X +2)(X + 3)+ X, 
s=X(X+1); 


d) f=X(X-i)(X-2i)(X-3i), 
g=(X+i)(X-i). 


. Sà se efectueze in Z [X]. impàr- 


tirile: 
a) r-(x+5)°, g=[(x+i)',p=3; 
b) ғ-(х+2)(х+3) х +4), 


Algebră * III. Inele de polinoame 


A1. 


A4. 


APROFUNDARE 


Sá se determine cátul si restul 
impártirii polinomului f la g: 


a) f = X9 + 8X4 + 5, g = X? «8, in 
Z5 [X]: 

b) f = X8 .2x* +X? +1, £-X*-X-«1 
in 23 [Х]; 

с) f = 52х10 + 3X8 + 2X +5, g = Х5 + 
+X 1 +5, în Z5 [х]. 


. Sà se determine parametrii pentru 


care restul împărţirii polinomului 


feK[X] la geK[X] este cel 
specificat: 

a) f=XÎ+X-a,g=2X+1,r=0, 
К = C; 


b) f = aX? + bX? +2, g = X? _ 1, 
r = 2X, K = D; 

c) f = X? + aX? - bX +1, g = X? _ 
-3X+2,r=X-1,K=Q; 

d) f = X? + aX? + 2X +1, g-X- 
-2, r = Î, K = Z3; 

e) f = х + 2X? + aX + b, g = 2x? — 
-Î, r= X+Î, K = 25. 


. Fie r restul împărţirii polinomului 


f e C[X], # = Xí + X? +1 la polinomul 
g- X? + 2X e Є[Х]. Să se arate că 
șirul (r(n)) N este o progresie aritme- 
tică. 

Să se afle restul împărțirii polino- 
mului f € K[X] la polinomul 

(X - a)(X - b), în cazurile: 

a a=1,b=2,K=0,f(1)=3, 
#(2) = 2; 

b) a=i,b=1+i,K=c,f(i)=i, 

f (1 i) = –і; 


^ 


c)a- i, b- 8, K- Z;, t(1) =ô, t(-3)-i 


А5. 


A6. 


A10. 
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. Polinomul 


Sà se determine polinoamele de 
gradul al treilea, f € D [X], știind 
cá f împărțit la X? + X dà restul 
r-X-1 si împărțit la X?-X аа 
restul г = ЗХ +1. 

(Univ. Craiova, 1997) 


Fie f=eQ[X], f = X? - 3X? + aX +b. 
Să se determine a, beQ pentru 
care f împărţit la X — 2 dă restul О 
si împărțit la Х-1 dă restul 4. 
(Univ. Transilvania, Brașov, 2002) 


feR|[X]| are coefi- 


cientul dominant 1. Să se deter- 
mine f si a, be R știind că f îm- 
pártit la X-a 44 cátul x^ 
-3X + 4, iar cátul împărțirii lui f 


la X - b este X? - 4X « 2. 


. Un polinom feR[X| prin împăr- 


tirea la X-a, X- b, X -c dá cátu- 
rile qı, 92, q3. Sá se arate cá 
(b - a)q; (b) + (c - b) a2 (c) + 

* (a - c)qs (a) = 0. 


. Un polinom fe C[X] împărțit la 


Х-1,Х-1 și Х-4 dă resturile 

15, 7, respectiv -80. 

a) Să se afle restul r al împărțirii 

lui fla (X-1)(X+1)(X+4). 

b) Să se determine: 
r(1)+r(2)+...+r(n) 

пэ51:.2+2.3+...+п(п +1) 


Să se determine f ecC[|[X], f = X^. 


1 aX? + bX? + cX + 3, știind са 
impártit la X?-1 dá restul Ri, 
împărțit la X? +1 dă restul R>) si 
R): R> =5X2-28X+15. 

(ASE, Bucuresti, 2000) 


Algebră * III. Inele de polinoame 


А11. Se consideră polinomul fe C[X], | A12. Fie пем, Р, 9, Te R[X], P= X" + 


f=(X + 1)? , având forma algebrică +„х?®+1 4 җ3п+2 рдп? 

f = ao +aX+a2X2 +... + a10X10. д-Х"1.Х"-2.,...-Х-1 si T 
a) Să se calculeze f (0). restul împărțirii lui P la Q. Dacă s 
b) Sà se calculeze suma coeficien- este suma pàtratelor coeficientilor 
tilor polinomului f. polinomului T, atunci: 

c) Sá se arate cá ар + az +... + ap = 29. a) s-n?42; b) в=”(а+1), 


1 t, t, 2002, 
(Bacalaureat, august, 2002) ужб a) ecni e a S 36; 


(ASE, Bucuresti, 2003) 


3.3. Împărţirea la X-a. Schema lui Horner 


Fie f e K[X], f ag +a,X +а„Х° +...+а„Х"” un polinom de gradul n 
sig=X-aeK|X]. 


Es] TEOREMA 4 (a restului) 
Restul împărțirii polinomului nenul feK[X]. la polinomul 
5 = X-a eK[X] este egal cu valoarea f(a) a polinomului f în a. 
Demonstraţie 
Din teorema împărțirii cu rest se obţine: r=f(a) 
f =(X-a)q+r, grad(r) « L deci re К. 
Rezultă cà f(a)=0-q(a)+r, de unde r-f(a). Ш 


Teorema restului este eficientă pentru determinarea restului 
împărțirii unui polinom prin X-a, fără a efectua împărțirea. 


Se consideră polinomul f e €[X], f = X?" + 5X?*! +7. Să se deter- 
mine restul împărțirii polinomului f la X-i știind că împărțit la 
Х-2 dă restul 151. 

Solutie 
Din teorema restului se obţine cá 151=r=f(2)= 020.55 Dont +7, 

Se obţine ecuaţia exponențială 227-10-27-144-0. Se notează 2” =a 

si rezultă ecuaţia a2+10a-144=0, cu soluţiile ae (8, - 18). Avem 

2" =8 cu soluţia n =3. Așadar f = X? +5Х* +7. Restul împărțirii lui f 

la X-i este r - f(i) - 11. 
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Algebră * III. Inele de polinoame 


Schema lui Horner 


Fie feK[X],f=agy+aX+aoX?+...+a,X”, polinom nenul de 
gradul n și g=X-a e K|X]. 


Notăm q = bg *b,X-«b4X? +... «b, iX" cátul împărțirii polino- 
mului f la g. Din teorema împărțirii cu rest se obține: 


f — (X - a)(bo +biX+..+b, Xe — r—abo + (bo -ab;ı)X + 
*(b, -аЬ»)х° +...+(b, -abn )Х", (1). 

Identificând coeficienții celor două polinoame în relația (1) se 
obține: 

a, = bpi Aceste relații permit deducerea în mod 
recursiv a coeficienţilor cátului b, ч. b, 5. 


зо = bp_3 Abia эе bi, bo si a restului r. 
nm Avem: 

ao = b, - abs Þbn-1 = 8n 

a, = bo - ab, bn-2 = an-ı tab, 
ao =r -abo ba 3 = An 2 +abn-2 


În mod practic, pentru determinarea coeficienţilor b, ү, bo, 
bı, bo ai câtului și a restului r se alcătuiește următoarea schemă: 


.... 


Coeficientii lui f în ordine descrescătoare a gradelor monoamelor 
an an-ı an-2 ... a ao 
a | baa =an | Pon aa+a, i | Pnoatâano |... | bata | boa+ao 
bs b. 2 b. 235 Бо - 
Coeficientii cátului Restul 


Această schemă de lucru in care se operează numai cu elementul 
aeK și coeficienţii polinomului f se numește schema lui Horner. 
Schema lui Horner are la bază relația de recurenţă: 


bi. = DE дашат ilo Кє (1 2, m n-1j. 
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Probleme rezolvate 
1. Să se efectueze impàrtirea polinomului f la g, dacă: 
a) f, se Q[X], f = X* -3X? +4X? -3X +1, g = X-2; 
b) f, g e R[X], f = 3X5 -4X? -3Х2-Х-5, g= X +1; 
с) f, g e R[X], f = 8X? -2X? + X +2, g=2X-1. 
Solutie 

a) Folosim schema lui Horner pentru а = 2. Avem: 


1 -3 4 -3 1 


a=2 1 1.2-5- 1 —1:2+4- 8 |22-3-H12-21-g 


Câtul împărţirii este q 2 1: X? + (1): X? +2Х +1, iar restul r= 3. 


b) În acest caz avemg = X - (-1), deci a = -1. Schema lui Horner: 
3 0 -4 3 -1 -5 


„2118 (3 6040-139-11-4-104443-144-1-1 


(-5)(-0-9- 
ES -1 4 -5 0 


Se obține q - 8 X* + (-3) x 4 (—1) х2-Ш pe (-5) și г-0. 


c) Scriem ё-2х-3| Vom împărți mai întâi polinomul f prin 


X- > Alcàtuim schema lui Horner cu a = de 


8 -2 1 2 


ша 8 2 2 3 
2 


Se obţine cátul qı = 8X2+2X+2 și restul r, =3. Câtul împărțirii 


lui fla g este q = T = AX? +X +1, iar restul r = r, = 3 (vezi observaţia 2, 
83.2.) 


2. Fie f, ge Zs [X], f -2X5 – X^ «2X? +mX +1, g = X 4 2. Să se deter- 


mine m є 73, știind că restul împărțirii lui f la g este г = д. 
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Solutie 
Aflăm restul împărțirii polinomului f la g prin schema lui Horner. 


Avem а= -2 = ]. 


-1 


A 


m 1 


A 


1 


N: |М» 


a=1 


=, O> 


ом» 


m m+1 


Restul împărțirii este r =m +1 si se obţine ecuaţia m+1=2, deci 


=]. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


Е1. 


Е2. 


ЕЗ. 


EXERSARE 


Să se determine restul împărțirii 
polinomului feK[X] la X-ae 


e K[X], în cazurile: 

a) f = X? _ 2007X2 + 2006, a = 1, 
K =b; 

b) f =2x8 - 3X7 + X+1, a = -1, 

K=Q; 

c) f = Х10 + 2X4 +3, a =i, K = Є; 
d) f = 2X7 + 24xŠ + 8X + 2, a = 2, 

K = 25. 


Să se determine m K cu propri- 
etatea că polinomul f є K[X], îm- 


părțit la g = X -a e K[X] dă restul 
specificat: 

a) f = X? + mX? + 3X - m, a = 2, 

K = Є, r =17; 

b) f = Х + mX? + 2, a = -—i, К = Є, 
r=3+i; 

c) f = 2X4 + 2X? -mX « 1, a = 2, 


A 


K = 272, r= 3. 

Să se determine câtul și restul 
împărțirii polinomului fe p[X] la 
polinomul g e b[X]: 


EA. 
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a) f-X?.4x^ + 3X? + X -2, 

g = X - 2; 

b) f--2X* + 3X? + 5X? - 6X -1, 
g=X-3; 

c) f = 3X8 + 2X* + 2X? +X + 2, 
g=X+1; 

d) f = X8 + Xf + X? +1, g= X +2; 
e) f = 6X? + 2X +2, g = 2X- l; 


f) f = XÍ + 3X? + X -6, g=2X+1. 


Să se împartă polinomul f < K [X] 
la polinomul g є K[X] prin schema 
lui Horner: 

a) f = X? + X? +X+1, g=X-i, 

K = C; 

b ї-Х2-Х7-Х7-Х-2,8-Х-4, 
K = Є; 

с) f =2X? + X-i, g = X +2i, K = Є; 

d) (-Х1-2Х2-3Х-1,6-Х-2, 

К = 25; 

е) f = 2X? _ 3х3 + AX - 4, g = 2X – 

-Î, K = 25. 


Algebră * III. Inele de polinoame 


A1. 


A4. 


A6. 


APROFUNDARE 


Să se determine me, astfel 
incát restul impàrtirii polinomului 
f e C[X], la X + i să fie număr real, 
ааса: 

а) f = X? + mX2 + mX + 3; 


b) f = X* - (m? -1)x - si. 


. Să se determine m є D. astfel încât 


restul împărțirii polinomului fe 
є0[х], f = 2X? - mx? + X - 7 la 


X —2 ѕа fie 3. 
(Univ. Transilvania, Brasov, 2002) 


Se consideră polinomul f eE[X], f = 


= х“ + X? +ах + ба. Sá se deter- 
mine parametrul ac, astfel 
încât restul împărţirii polinomului 
f(X+2) la X+1 să fie egal cu 


-12. 
(Univ. Transilvania, Brașov, 2002) 


Împărțind polinomul fe €[X]. f = 
-2X?- mX?.nX-6 la X-3 si 
X +1 se obțin resturi egale cu -2. 
Sá se afle restul impártirii polino- 
mului fla X - 2. 

Sá se determine cátul si restul їшраг- 
tirii polinomului f = 3X? + mx? + 
+15 e P[X] la polinomul g = X - 
-2є0[Х], știind că restul împărțirii 
acestuia la 2X - 1 este г = 228: 

Să se determine а, be 25 [X] şti- 
ind са împărțind polinomul fe 
€ Z; [X]. f = X? + aX? + 4X +b, la po- 
linoamele gi. £2 є 25[Х], gı = X- 


AT. 


AS. 


A9. 


A10. 


A11. 
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SR £o = 2Х-1 se obtin resturile 


Sá se determine restul impártirii poli- 
nomului fe єЄ[Х], f = xn _sxn +4 
la X+2eC[X], știind că restul împăr- 
tirii lui fla X — 2 este -12. 


Împărțind polinomul f e €[X], f = 
-Х"-Х"-1 la polinomul X- 
-2 e C[X] se obține restul 13 si 
împărțindu-l la X - 4 e C[X] se ob- 
tine restul 81. Să se determine 
restul împărțirii lui f la X-i. 


Polinomul fe K[X| 
Х-асК|Х| si X-beK|[X| dă 
câturile qı si q>. Să se arate cá 
ч: (b) = q2 (a). 


impàrtit la 


Sá se determine polinomul fe 
e Zs [X], f = X? + aX" + 2X? L X +b, 
știind că împărțit la g = X – 2 dà 
cátul q si restul r=2, iar q im- 


părțit la g, = X + 2 dà restul n- 6. 


Se consideră polinomul f < €[X]. 


f =X + X3 +X? +X+2. Să se deter- 
mine câtul împărţirii polinomului f 
la polinomul g=X-cosa+isinue 
e C[X], «e (o z), ştiind că restul 


împărțirii este r = 1 + i(1 + v2). 


Algebră * III. Inele de polinoame 


9 Divizibilitatea polinoamelor 


4.1. Relaţia de divizibilitate pe mulțimea К [X] 


Pollemă rezolvată 
Fie f, g e R[X], (-2Х7-3Х2-3Х-2,8-Х-1. 
Să se determine câtul și restul împărțirii polinomului f la g. 


Solutie 
Aplicăm schema lui Horner si rezultă: 


2 3 3 2 
а=—1 2 1 2 0 


Se obtine catul q = 2Х2-Х-2 și restul r = 0. 
Așadar f = g- (2x? +X+2). 


Se observă că la această împărțire restul este polinomul nul. Ca si 
în cazul împărțirii numerelor întregi, împărţirea cu rest zero constituie 
un caz special. 


<» DEFINIŢIE 
° Fie (K, +, .) un corp comutativ și polinoamele f, seK|X]. 
Spunem că polinomul g divide polinomul f dacă există un polinom 
h eK[X] astfel încât f = g-h, (1). 


Dacá polinomul g divide polinomul f vom scrie g | f (se citeste ,g 
divide f") sau f : g (se citește „f este divizibil cu g“). 

Polinomul g se numeste divizor al polinomului f, iar polinomul f 
se numeste multiplu al polinomului g. 


© OBSERVAȚIE 
° Polinomul f eK[X] se divide cu polinomul geK[X]. g z 0, dacă si 
numai dacá restul impártirii lui f la g este polinomul nul. 


4.2. Proprietăţi ale relaţiei de divizibilitate 


Relatia de divizibilitate pe multimea de роПпоаше K[X] are 


proprietăți asemănătoare cu relația de divizibilitate pe mulţimea Z a 
numerelor întregi. 
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P1. Relaţia de divizibilitate pe mulțimea K[X] este reflexivà 
- f|t.vteK[X]. 
Într-adevăr f =1-f, deci f | f. 


P2. Relaţia de divizibilitate pe mulțimea KX] este tranzitivă 
e Dacă f, g, heK[X].f|g si g| h, atunci f | h. 


Într-adevăr, din ipoteză rezultă са 3u,veK[X]. astfel încât 


g-f.usih-g.v. Se obține că h = g.v = (Ё.и): у= f (uv), deci f | h. 


РЗ. Polinomul nul f = 0 e K [X], este divizibil cu oricare poli- 
nom g e K[X], deoarece 0 - 0. g. Se spune cá f =O este cel mai mare 


element în raport cu divizibilitatea pe K[X]. 


P4. Polinoamele constante f =a, а є K`, sunt divizori pentru 
orice polinom din K[X]. 


P5. Dacă f,g,heK[X], astfel încât f| g si f| h, atunci 
f| (ug + vh), vu, ve K[X]. 

Într-adevăr, fie a, Be K[X], astfel încât g = of, h = pf. Rezultă cà 
ug * vh = u-(af)* v.Bf 2 f. (au + Ву), deci f | (ug + vh). 


<» DEFINIŢIE 


| Polinoamele f, g e K[X] se numesc asociate în divizibilitate si se 


notează f ~ g, dacă f | g si g | f. 


| TEOREMA 5 

Polinoamele nenule f, g e K[X] sunt asociate în divizibilitate dacă 

și numai dacă ЗаєК \ {0}, astfel încât f =a g. 
Demonstraţie 

Dacă f-ag, atunci g|f si cum s=a"-f, rezultă f|g, deci 
f - g. 

Reciproc, fie f ~ g. Atunci f| g si g | f, deci există u, v ve K[X]. 
astfel încât f =ug si g = vf. Se obţine cà f = uvf si cum f este nenul, 
rezultă cá uv 1. Aşadar и, ve х (0| si teorema este demonstrată. Ш 
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Кё? Exemple 
• Polinoamele f,ge€[X].f =2X?+X+1 si а-4Х2-2Х-2 sunt asociate in 
divizibilitate, deoarece g = 2f. 


• Polinoamele f, g e Z5[X], f -2X?« X«3 si аё-Х2-3Х- 4 sunt asociate in 


divizibilitate deoarece g = 3f. 


Probleme rezolvate 


1. Fie f e K[X]. Să se arate cà f e u (K[X]) dacă și numai dacă f ~ 1. 


Solutie 
Presupunem са 1-1. Atunci există acK, astfel încât 
f=a-l=aeKř, deci f este un element inversabil în inelul K [X]. 


Reciproc, fie f e 23251 Rezultă că există g e K[X]. astfel încât 
f-g=1. Atunci grad(f)+grad(g)=0, deci grad(f)=0, si cum f este 


nenul se obține că f e K". Așadar f ~ 1. 


2. Sà se arate cà polinomul f =(X + е + X9"*? e p[X] se divide 


cu polinomul g - X? « X «1e b[X]. 


Solutie 
Avem g- X? - X«1 si X+1 = g- X?. Folosind binomul lui Newton 
rezultă că: 


6n+1 _ 


са 


1 
0 6n+1 1 6n 2 
= C6n.18 +Cë6n+1£ (-х je 


*Cinag (-X? j^ + Cent (-X? aa =g.h - X!2n42, (1). 

Аваааг, Fa) "xS өү кен ence. эл желу, 
(хөт 5 1) =g.h — X6n+2 (x?" 5 1) (x?" 4 1). (2). 

Dar, X?^ -1 - (x?) -1- (x? -1)(x?n? + xn... x?«1)- 
= (x? -1) -h, iar din relaţia (2) se obține cà f 2 g.h - X9"? (X - 1)gh,, 


deci f este divizibil cu g. 
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4.3. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor 


<» DEFINIŢIE 


° Fie f, ge K[X]. Un polinom de K[X] se numește un cel mai mare 
divizor comun al polinoamelor f și g dacă: 
1. d este divizor comun al lui f și g, adică d | f si d | g; 
2. oricare ar fi alt divizor comun d, al polinoamelor f și g, atunci 
d, | d. 


Dacà d este un cel mai mare divizor comun pentru f si g, el se 
noteazà c.m.m.d.c.(f, g) sau, mai simplu (f, g). 


<» DEFINIŢIE 


| Două polinoame f, geK[X] se numesc relativ prime (sau prime 


între ele) dacă (f, g) ~ 1. 


| TEOREMA 6 
Fie f, g e K[X] două polinoame nenule si % = {а e K[X]| d este un 
c.m.m.d.c.(f, g)). 
Dacă d,, dọ € 2, atunci d, ~ də. 


Demonstraţie 
Deoarece 4,,4,є9, atunci 4, | 4, dar si 4, |4,, conform 


condiţiei 2 din definiția c.m.m.d.c.(f, g). Așadar d, - do. M 


Teorema 6 ne asigură că fiind date două polinoame f, g e K[X]. 
polinomul (f, g) este unic, abstracţie făcând de un factor multiplicativ 


* 
aeK. 


in continuare vom considera ca polinom care sà desemneze (f, g) 


polinomul unitar, iar pentru polinoamele constante, polinomul 
constant 1. 


Rezultă că două polinoame f, g e K[X] sunt prime între ele dacă 


(f. в)=1. 
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Demonstraţie 
Din teorema împărțirii cu rest, există qeK|X| astfel încât 


f=g-q+r, grad(r) < grad(g). 

° Dacă r = 0, are loc relaţia f = g.q si (f, 5) = g = (5, O) - (g r). 

° Fie rz0 sid-(f, g), d, = (6, r). 

Deoarece d|f si d| 8 rezultă са d| (f —gq), deci а | г și astfel 
d| (g, r) = d. 

Din relaţia d, = (g, г) si f =gq+r se obţine са d, | f, deci d, este 


divizor comun pentru f si g. Rezultă cá d, | d și, astfel а, ~ d. ш 


Această teoremă oferă posibilitatea calculării polinomului (f, g), 
folosind polinoame de grad mai mic. 


Кё? Exemplu 
Fie f, g e R[X], f=X1-3X2+2,g=X5-X. 


(22.2). Rezultă са (f, g) = (&-2х° +2). Asadar problema s-a 


redus la a calcula c.m.m.d.c.(X? - X, -2X2 +2). Avem g- X - X = Х(Х-1)(Х+1) si 


Avem: Ї-8-Х- 


r=-2(X -1)(X +1). Se obţine са c.m.m.d.c.(f, g) =(X -1)(X +1) = Xo. 


Demonstratie 

а) În cazul f =g =0, polinomul nul este un c.m.m.d.c. al poli- 
noamelor f si g. 

b) Dacă f z 0 si 8-0, avem (f, g) = f, iar dacă f -0, g z 0, avem 
(f. g) = & 

c) Să considerăm f si g polinoame nenule. Din teorema împărțirii 
cu rest, există polinoamele 4, r, € K[X], astfel încât: 


f = gg; * n. grad(r) < grad(g). 
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Conform teoremei 7 avem că (f, g) = (g п). 
° Dacă r, =0, atunci (f, g)=(g,0)=g si teorema este demon- 
strată. 

° Dacă ц +0, există polinoamele 4, 2 єК|Х], astfel încât 
g=riqə +19, grad(r,) < grad(r,) si astfel (g, гу) = (гу, г»). 

Pentru г = 0, (g, п) = п si astfel (f, g) = г. 


În cazul în care г, + 0 se continuă procedeul obținând șirul de 
relaţii: 


f = qi + n. grad(n) < grad(q;) 
g = nqs +1, grad(r,) < grad(r, ) 
Ij = I3Q5 + Is, grad(rs) < grad(r>) 
machderthas 0 Brad(na) < grad (ra ) 


Deoarece grad(q) > grad(r, ) > grad(r>) >... > grad(r,) >... > 0, se for- 
mează un șir descrescător de numere naturale. Rezultă că există р є м 
astfel încât г, +0 si ry, = 0. 

In acest caz se obtine: 


(£ 8) = (8. п) = (5.5) =... = (1.1) =(ть, 0) = 1- 

Așadar, polinomul r, este un 
c.m.m.d.c.(f, g). M 

Din demonstratia teoremei rezultà 
si un algoritm de determinare pentru 
c.m.m.d.c.(f, g). Acesta este ultimul rest 
nenul in sirul de polinoame: 


f, g. n. То, .... m 0. я Z —ÀÀ 
К 2 EUCLID аш Alexandria 
Acest algoritm poartă numele de (325-265 î.Hr.) 
algoritmul lui Euclid de determinare a 2 qu " 
5 А ost unul dintre marii 
c.m.m.d.c. pentru două polinoame. n ЭМ au Ашар. 
1 _ cu rezultate în toate ramurile 
Pollemă rezolvată matematicii. 
Să se determine c.m.m.dc.(f, g) 
pentru: 


f, g e R[X], f = X -3X? - X? 3X +4, g = X? -1. 
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Solutie 
Alcátuim sirul de polinoame, prin impártiri succesive: 
f,gr-X?-2X^41 n = ВЗ г. - 0. 
Rezultá cà (f,g)-3(X-1). Conform conventiei de a desemna 


c.m.m.d.c. prin polinoame unitare, avem (f, g) - X - 1. 


© OBSERVAȚIE 


° Pentru obţinerea șirului de polinoame f, g, п, T2, ..., rj, О contează 


doar restul impártirilor efectuate. Acest fapt permite simplificarea 
sau inmultirea acestora cu elemente din corpul K pentru ca 
impártirile sà fie mai comode. 


Astfel, sirul anterior poate fi scris: 


f, g, = Х2-2Х +1, n = IRSE г. - О. 


| TEOREMA 9 (Etienne Bezout) 
Fie f, ge K[X] si d = (f. g). 


Atunci existá polinoamele u, v e K[X], astfel incát d = uf + vg. 


Demonstratie 
Aplicând algoritmul lui Euclid se obţine șirul de egalităţi: 
f=g:qi +5 (1) r, =Í —gqi = ouf + fig, (1) 
(1) 
8 -11Ч42-4Га (2) r,-g-nqos-asf-«pog, (2) 
(2) 
Ij = roqs + Is (3) r3 21j;-r9Q03 = asf+Bag, (3) 


n-2 = In-1qQn + n = 1407 а (n-2) 


Prin înlocuire din aproape în aproape se obţine: r, = ак + fg, (К), 
și în final d = r) =o, f + B, : £. 


Luând u = ap, v = Bx, teorema este demonstrată. Ш 
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Кё? Exemplu 
• Pentru f, ge C[X], f = X* -3X? - X? -3X +4, g = X? -1, din problema rezolvată, 
rezultă са а= 3(X-1)- f .(-X-2)«g (X? -x - 5). 


«<» DEFINIȚIE 
e Fie f, geK[X]. Un polinom meK[X] se numește un cel mai mic 
multiplu comun al polinoamelor f si g dacá: 
1. f | m si g | m (m este multiplu comun pentru f si g); 


2. oricare ar fi m; eK[X], multiplu comun pentru f si g rezultă 


m|m,. 


Pentru un cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f si g se 
folosește notația c.m.m.m.c(f, g) sau [f. g]. 


Dacá f, g e K[X] sunt polinoame nenule si m este un c.m.m.mc.(f, g), 
atunci oricare polinom m, - m este un c.m.m.m.c.(f, g). 


Se va considera de regulă că polinomul |f, g] este polinomul 
unitar. 
Pentru determinarea |f, g] se folosește relaţia: 


f.g- (f. 8) [f а], (1). 


— 0BSERVATIE 
• Se poate defini c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru trei, patru sau mai 
multe polinoame. 


Astfel: (f, g, h) = ((f. g), h) și [f, g, h] - |[f. g], h etc. 
Protlemå vegoleală 
Sà se determine [f, g] pentru f = X* -3X? + X? -3X +4 si g=XŠ-1. 


Solutie 
Din relaţia (1), f -g ~ (f. g)-[f. g], având în vedere cà (f, g) = X-1 se 
obține: [f, g] - (X* - 3X? + x? -3X « 4)(x? -1): (x -1) = (x* -3x? + 


«x? -3X - 4) (X? + X «1)- XS - 2x? - x* -5x? «2X? « X «4. 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


El. 


E2. 


E3. 


Al. 


Să se arate că polinomul fe Є[Х] 
se divide cu polinomul g e c[x] si 


sà se determine câtul împărțirii lui 
fla g: 


a) f = X - X? + X? -X-4, g=X+1; 
b) f = 2X? + X^ - 3X? _ AX + 4, 
g=X-1; 

c) f=x7 -X* -3X -3, 8 -(Х-1): 


EXERSARE 


c) f = X* + AX? + 3X? - AX - 4, 

g = ХЗ - 2X? -5X + 6, K = Е; 

d) f = Xt _ 3x2 + 2, g = X? +4, 

K = 25; 

e) f = Xê + X’ + 2X +2, g = X? _ x2 + 
+X+Î, К = Z3. 


E E 2 ЭРГЭЛТ” 2 E4. ба se determine parametrul m e K 
) xi GSC ) Ч E ) Ё pentru care polinomul f € K[X] se 
-2X?, g- X? +1; divide cu polinomul g e K[X]: 
е) f = X? .(x-1), g- x? - x1. a) f = XŠ + mX? +4, g = X-2,K = €; 

b) f = Х + mx? -1), g=2X+3, 
Să se arate că polinomul f € Z, [X] : Ы +(m-1), g 19 

= p; 
se divide cu polinomul g € z, [X]. Л, 4 Р 
in cazurile: c) f = X + X” + mX + m, g = X + 2, 
a) {=х%®+х?+1,в-х?+х-2, К = Z3; 
р = 3; а) f - х «(m +1) х + 8m +3, 
уа. 552 î_i a— 3 Р 
b) f = х «8x? + aX і, g - X « 8, g-X-Ô, K-Z. 
p = 5; 
c) f = xŠ + X? - 8x* - ax? + x? — E5. Sá se determine c.m.m.m.c. pentru 
-2X + 2, g = X? + X-8, p- 5. polinoamele f, g e K[X]: 
f-X?-1g-X?-X,K-€ 
Sá se determine c.m.m.d.c. al poli- а) 5 © 
noamelor f, g e K [X]: b) f = X2 +1, g = X2 _ ix, K = C; 
a) f = X? -2X, g = X? - 2X - 4, с) f = XÍ + X? +1, g = ХЗ + X? +X, 
K = C; K ep; 
b) f = X° -1, g= X? +X2+X-+1, d) f =X? +X+Î, g = X4 +2, K = Z3. 
K - €; 
APROFUNDARE 


Sá se determine a, beK pentru 
care polinomul fe K[X] se divide 
cu polinomul g є K[X], în cazurile: 
a) f = 2X? + aX + 2, g = X +a, K = 23; 
b) f = Xf + X? +aX +1, g -2X +1, 
К = 25; 
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g =X? +Î, K = 73; 

d) f = X? + X? + aX? + Î, g = X? +a, 
K = Z3; 

e) f = Х^ + aX? +1, g = X? + bX +1, 
K = Z3. 
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A2. Fie fe R[X], f = X? +2X+m. Să se 
determine me R pentru care poli- 
поти g ep [X], g = t(x? +2x) se 


divide cu f. 
(Univ. Tehnică Cluj-Napoca, 2000) 


АЗ. Pentru п є № se consideră polinoa- 
mele f =X(X +1)" +(m-1)X” e 
eR[X]. g=X2+X+1eR[X]. Dacă 
M - (m eR. | f divizibil cug} si S -= 


- > m?, atunci: 

meM 
а)5-1: b) S=2; с) 5 – 3; 
4) 5-4: е) 5-5. 


(ASE București, 2005) 


A4. Să se determine т eR știind că 


polinomul fe R[X], f = X? _ 3mX? + 
+4[m2 + )x- m? —5 se divide cu 


g=X-1cR[X]. 


A5. Să se determine a, b, c e C, astfel 
încât polinomul fe€[X] să se 

dividă cu ge C[X]: 

a) f=X1-3xX5+bX2+aX+b, 

g = X2 _1; 

b) f = aX? + bX? — 73X +102, 

g = Х2 _ 5X + 6; 

c) f = aX? + bX? — 37X +14, 

g = X2 , x - 2; 

d) f = XÍ + aX? + iX? +b, g = X? _ i; 

e) f = X^ + aX? _ bX? - cX + 8, 

g = (X -1)(X? - bX + 8); 

f) f = X? -ax* - 2X? - bX? -3X + 

+c, g = ХЗ +1. 


. Să se determine polinoamele fe 
e C[X] de gradul 3, știind cá se 
divid cu X +1, iar la împărțirea cu 
Х-2,Х-3,Х-4 
egale. 


resturile sunt 


. Fie f, ge R[X], f = aX? + bx? + eX + 


+d, g = 3aX? + 2bX +c, ac Ri. Să 


se demonstreze că dacă polinomul 
f se divide cu g, atunci f si g sunt 
puteri ale unui polinom de grad 1. 


. Fie f, g c R[X], f = X? - AX? +X + 
+m, g- X? _7X + m. Să se deter- 
mine meR ştiind că (f, g) este 


polinom de gradul 1. 


. Se dau polinoamele f, g < Q[X], f = 
= X? x? + ax + b, g=Xx3 , x2 + 
+X +1. Să se determine a, be © 
pentru care polinomul (f, g) are 


gradul 2 si să se afle apoi [f, g]. 


A10.Fie f, ge Zs [X], f = X? + X? +a, 
g= X? +X +2. Să se determine: 
a) valorile lui а є Уз pentru care 
polinomul (f, g) are gradul 1; 
b) c.m.m.m.c.(f, g) pentru „a“ deter- 
minat. 

A11.Să se arate că polinomul 
ES E S E e 
e Q[X] se divide cu g =1+ X + 
+X? + ...+ X”! e Q[X]. 


A12.Să se arate că polinomul f є C [X] 


se divide cu g e C[X], în cazurile: 


a) f = (х? -Х- 1] + 


үт: 


+(х®-х+1 , g = X2 +1; 
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b) f =(x - ин + ҳ21+1 А14.ба se determine a, be€ si pro- 
а-Х2-Х-1 dusul polinoamelor f, g e C[X] ști- 
e) f - (X - 12011 a tma ind са (f, g) = х? «2X si [f, g] = 
g=X2 X +1; = X* + aX’ + 8X +b. 

d) f =(X + гү хийн -Х-2, A15.Pentru care valori ale lui n eN” 


polinoamele f, ge C|X|.f=Xri, 
5 = Х? +3Х +3. : Ee cp 
5-1-Х-Х2-..-Х" sunt prime 


i 2 
A13.Se consideră polinomul f = X" + intre cies 


+(X-1)" +1eR[X]. Pentru ce va- | A16-Să se determine f, g e R[X], şti- 


lori m < N” polinomul f este divi- ind cá f(-1)-3,g (0) =1 si (f, g) E 


zibil cu g = X? X «1e D[X]? = X? +1, [f, g] = X* - 3x? + 3X? - 
-3X +2. 


© Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili 
5.1. Ràdàcini ale polinoamelor 


Fie f e K[X] un polinom nenul. 


<» DEFINIŢIE 


*Elementul a € K se numește rădăcină a polinomului ЇєК|Х| dacă 
f(a)=0. 


0” Exemple 
* Polinomul de gradul 1, f e Є|Х|, f = aX +b, are rădăcina reprezentată de numărul 


b 
complex @ = == 
а 


• Pentru polinomul de gradul 2, f e Є|Х|, f = aX? + bX + c, rădăcinile sunt date de 


he SR 
— dacă A= b? —4ac > 0, respectiv 019 = EE dacă 
a a 


formulele: [@12 = > 


А <O0. 


Următoarea teoremă pune în evidenţă o legătură între rădăcinile 
unui polinom f e K[X] si divizibilitatea polinoamelor pe mulțimea K [X]. 
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Demonstrație 

a) Fie a eK și X-a e K[X]. Din teorema împărțirii cu rest rezultă 
că există h si reK[X] astfel încât 
f=h.(X-o)+r, r ec K, (1). 

Din teorema restului rezultă cà г = f (a) 
și relaţia (1) se scrie Г-(Х-а)-1-4 (0), 
(2). 

Din relaţia (2) rezultă că dacă a este 
rădăcină pentru f, atunci f(a)-O și 
f -(X-a).h, deci f se divide cu X-a. 

Reciproc, dacá f se divide cu X-o, 
din relaţia (2) se obține cà f(a) = 0. 

b) Dacá f se divide cu g, atunci existà 
heK[X], astfel încât f - g-h. Rezultă cá f(a) = g(a):h(a)-0, deci о 
este rădăcină a polinomului f. M 


Protlemå vegoleală, 
BE Fie f,ge€[X],f=X"+3X2+aX+b,g=X2-3X+2. Să se deter- 
mine a, b e € pentru care polino- 
mul f se divide cu g. Să se afle 
apoi rădăcinile lui f. 
Solutie 
Rădăcinile polinomului р sunt 
date de ecuatia x? -3x 42 = 0. 
Se obține x, -2, х = 1. 


Se impun condiţiile f(2)=0 și 
f(1)=0. 


а--16 
b=12 ` 


БОЛ ИШ S SI OSCE 
ezulta sistemu Sa +b = -90 


cu solutia | 
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Se obține f - X? «3X? -16X «12 - (X? -3X «2)(X +6), iar ráda- 


cinile lui f sunt x, = 2, хо = 1, xs = -6. 


5.2. Rádácini multiple ale unui polinom 


«e DEFINIȚII 
Fie f eK[X] un polinom nenul și m e°. Elementul acK se 
numește rădăcină multiplă de ordinul m dacă polinomul f se divide 
cu (X-a)”, dar nu se divide cu (X - a)". 
e Numărul m se numește ordinul de multiplicitate al rădăcinii о. 
eDacá m-1, rădăcina a se numește rădăcină simplă. Dacă 
m = 2, З, ... rădăcina а se numește rădăcină dublă, triplă, .... 
Așadar, dacă «єК este rădăcină multiplă de ordinul m, 
polinomul f se poate scrie sub forma f =(X-a)™-g, unde g e K[X] si 


8(о)єК. 


овои ali 
Fie feR|X],f= X’ +aX +b. Să se determine a, be, știind că 
a =1 este rădăcină dublă pentru f. 


Soluţia 1 (metoda coeficienţilor nedeterminati): 
Deoarece a=1 este rădăcină dublă, polinomul f se divide cu 


(X-a. Avem f-(X-1) (X«c)- X? + X2(c-2)- X(1-2c)«c- X? + 
- aX +b. 

Folosind egalitatea polinoamelor, prin identificarea coeficientilor 
monoamelor asemenea, rezultă: c-2,a-1-2c, b = с, deci a--3, b = 2 


sif- (3-1). (X +2). Rădăcinile lui f sunt оу = о =1 si аз =-2. 


Soluția 2 
Dacă а =1 este rădăcină dublă a polinomului f, atunci f se divide 


cu (Х- 1}. Efectuăm prin schema lui Horner impàrtirea polinomului f 
cu X -1 si a câtului rezultat cu X-1. Avem: 


1 0 a b 
a= 1 1 a+1 a+b+l=r 
o = 1 2 a+3=1 
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Resturile sunt r, =a +b+1 si r, =a +3. Punând condiţia г, = г = 0, 
se obține a =-3 si b = 2. 


— OBSERVAŢIE 
e Considerând funcţia polinomială asociată 8] TEMĂ 


lui f, а-1 este rădăcină dublă dacă f (1) = Pentru ce valori a < D 


polinomul f = хэ Зх? ү 


=0 sif (1)=0. Cu această observaţie se x рк are rádi- 


obtine Ё(1)=1+а+Ь=0 51 f (1) = З+а=0, cma diia mec meg 
triplă? 
cu soluțiile a = -3, b = 2. 


5.3. Ecuatii algebrice 


Fie (К, +, -) un corp comutativ si f e K[X] un polinom de gradul 


* 
n,neN. 


«<» DEFINIȚIE 
| *O ecuaţie de forma f(x) = 0 se numește ecuație algebrică de gradul n 
cu coeficienţi în K și necunoscuta x. 


Dacă f-ag*a;X*a4X? *.. «a, X" e K[X], ecuaţia algebrică de 


п-1 


gradul n are forma ах" -а, IX" +..+ax+a,o -0, (1). 


Numerele ag, ay,..., a, EK se numesc coeficienții ecuației, iar п 
se numește gradul ecuației. 

Elementul a < K cu proprietatea că f(a)- О se numește soluție a 
ecuației. 

În legătură cu ecuaţiile algebrice sunt studiate câteva probleme 
importante. 

1. Existenţa soluţiilor în corpul K. 

2. Numărul soluţiilor ecuaţiei în corpul K. 

3. Existenţa unor formule generale de rezolvare a ecuaţiilor alge- 
brice de diferite grade. 


În cazul corpului € al numerelor complexe au fost demonstrate 
câteva proprietăţi generale care rezolvă cele trei probleme puse. 
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Această teoremă a fost dată de către matematicienii J. L. D'Alembert 
si C. Gauss. 
Problema 3 a fost rezolvată de matematicienii N. Abel si A. Ruffini. 


© OBSERVAȚII 

* Din teorema fundamentală a algebrei 
rezultă că o ecuaţie algebrică de gradul 
neN' cu coeficienți complecși are exact 
n soluţii complexe. 

Deoarece polinomul f e Є[Х], de gradul 


* - - 
neN, are exact n rădăcini complexe, rezultă cà el nu poate lua 
valoarea zero decât de n ori. Astfel, dacă polinomul se anulează de 
mai mult de n ori, atunci el este polinom nul. 


Protlemå rezolvată 
k Fie fe€[X]. cu proprietatea са f(a)=f(a+1), V oe €. Să se 
arate că f este polinom constant. 


Solutie 

Pentru a = 0, 1, 2, ..., se obține са f(0)=f(1)=f(2)=.... 

Notăm a -f(0)-f(1)-... valoarea comună și fie g =f -a ЄСЄ|Х| 
Atunci 0=g(0)=s(1)=g(2)=..., deci polinomul g are o infinitate de 


rădăcini. Rezultă că el este polinom nul și astfel f = a e €. 
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5.4. Polinoame ireductibile în K [X| 


Fie (K, +, :) un corp comutativ. 


<» DEFINIȚII 


* Polinomul nenul feK[X] se numește reductibil peste corpul K 
dacă există polinoamele g, h e K[X] de grad cel puţin 1, astfel încât 
f-g.h. 

eUn polinom f e K[X] cu grad(f)2 1, care nu este reductibil peste К, 
se numeste ireductibil peste K. 


© OBSERVAȚII 
1. Orice polinom de gradul 1 din K[X] este polinom ireductibil peste K. 


2. Dacà un polinom f eK[X]. de grad cel putin 2 este ireductibil peste 


K, atunci el nu are rădăcini in K. 
Intr-adevár, dacă f аг avea elementul o e K rădăcină, atunci f se divi- 


de cu X-a si am putea scrie f = (X - о): 5, deci f nu ar fi ireductibil. 
3. Dacă polinomul f e K[X] are gradul 2 sau 3 si nu admite rădăcini în 


K, atunci el este polinom ireductibil peste K. 
Intr-adevár, dacá f ar fi reductibil peste K, atunci el s-ar scrie sub 
forma f-g.h, unde g sau h аг avea gradul 1. Dacă g- aX +b, 


atunci g(-ba”) = 0 si se contrazice ipoteza că f nu are rădăcini în K. 


IS” Exemple 
* Polinomul f = X? -2 e Q[X] este ireductibil peste Q. Dacă f ar fi reductibil peste ©, 


atunci el ar avea o rădăcină ає ©. Dar f(a)=0 conduce la o?-2, deci 
ae {-v2, v2) ceea ce nu se poate. 
* Polinomul f = X? -2 e R[X] este reductibil peste R deoarece f = (x -42 ЇЇ! - 42), 
2)-0 


*Polinomul feZa[X].f- X?-2 este reductibil peste Уз deoarece f ( -0 si 


258 х 
f = (x _ 2) ‚ dar este ireductibil peste Z7, deoarece f(a) 0, V a e Zç. 


După cum s-a observat din exemplele anterioare, descompunerea 
în factori ireductibili depinde de corpul K în care polinomul are 
coeficienţii. 
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Cazul K = € 
Fie f e C[X] un polinom nenul de grad n, n eN'. Dacă n>2, din 


teorema fundamentală a algebrei rezultă că f are cel puţin o rădăcină 
oe € €, iar din teorema lui Bezout se obţine că f se divide cu polinomul 


б = X-a e |[X]. Așadar f nu este ireductibil pentru n > 2. 
În concluzie, un polinom nenul f e C[X] este ireductibil peste Є 
dacă și numai dacă are gradul 1. 


Cazul K = D 

Dacă f e R|X] este un polinom nenul, el este ireductibil numai in 
următoarele două cazuri: 

• f are gradul 1; 

• f are gradul 2 si nu are rădăcini reale. 

Rezultă că orice polinom f e DP [X] de grad n, n> 3, este polinom 


reductibil peste ID, deci el se poate scrie ca produs de polinoame de 
grad cel putin 1. 


Cazul K - Q si K - Z,, p prim 
in inelele de polinoame Q[X] si p [X] există polinoame ireductibile 


de orice grad n, neN'. De exemplu f =X” -2 e Q[X] este ireductibil 
peste Q. 


5.5. Descompunerea polinoamelor în factori ireductibili 


"| TEOREMA 13 


Fie K un corp comutativ si f e K[X] un polinom de grad n e N°. 
Au loc următoarele rezultate: 

a) Polinomul f se descompune într-un produs finit de polinoame 
ireductibile peste K. 

b) Dacă f - fj -fo -...: fn = 5:55 ·...: 5, sunt două descompuneri în 
produs de polinoame ireductibile ale lui f, atunci m =k si există 
o permutare сє S, cu proprietatea cà fi ~ goq) ie 112. mp 


Demonstratie 

a) Folosim inductia matematică. 

Dacà n-1 atunci f este ireductibil peste K si afirmatia este 
adevărată. 

Presupunem n>l si са afirmaţia este adevărată pentru 
polinoame de grad mai mic decât n. Dacă f este ireductibil peste K, 
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atunci demonstraţia este încheiată. În caz contrar, există g, he K|X] 
astfel încât f =g-h si grad(g) « n, grad(h) « n. Din ipoteza de inducţie, 
polinoamele g si h se scriu ca produs finit de polinoame ireductibile 
peste K, deci f = g- h este produs de polinoame ireductibile peste К. 

b) Demonstratia rămâne temă. Ш 


Teorema anterioară demonstrează numai existența si unicitatea 
descompunerii în produs de polinoame ireductibile, dar nu oferă și o 
modalitate concretă de găsire a acesteia. 


În cazul inelului Є[Х] există o legătură directă între descom- 
punerea în factori ireductibili și rădăcinile polinomului. 


Demonstraţie 
a) Dacă о e € este rădăcină a lui f, atunci f se divide cu X- оц, 


deci există g e C[X | astfel încât f = (X-a, )g. 


Deoarece a este rădăcină a polinomului f, se observă ușor că 
trebuie să fie rădăcină pentru g. Așadar g se divide cu X- as. 

Rezultă că există g, e C[X] cu proprietatea că g-(X-05)g,. iar 
f -(X-aj)(X-23)g. 

Se continuă raționamentul pentru оз și gı, a4 Si g) etc., si se 


obține in final descompunerea dorită. 
b) Demonstrația rămâne temă. Ш 


Dacă feR|X], atunci f poate fi privit si ca element al inelului 


C[X], deci el va avea rădăcinile complexe ол, «5, ..., Ол € €. 
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Fie оџ,09, ..., ок ER rădăcinile reale ale lui f. Atunci f se divide în 
R[X] cu polinomul 8-(Х-оү) (X-a5)?..(X-aj) *, unde my, 
mə, ..., шу eN' sunt multiplicitátile rădăcinilor o4, ао, ..., оу. Rezultă 
că f se scrie sub forma f - g.h, unde heR|X| si h nu are rădăcini 
reale, ci numai rădăcini z, =a, + руі є € N Е. Dar, se observă ușor că 
dacă h(z,)=0, atunci si h(Zk) -0 si astfel polinomul h se divide cu 
hy =(X-zx)[X -zx]= X? -2a,X + ак +bk e p [X]. 

În concluzie, polinomul f e D[|X] va avea următoarea descompu- 
nere în polinoame ireductibile: 


Сэгс mo ma oa (х? +aiX+b,) 


ni n, 
* 


229 +apX+bp) 


ж . - = 
unde шү, m>,..., mk, ny, Na,- Np EN Si 0,,05,..., Ок e sunt rădă- 
cinile reale ale lui f, iar polinoamele X? +а„Х +b,, s = (1, 2,..., p] nu au 


rădăcini reale. 


Probleme 
k 1. Să se descompună în factori ireductibili peste corpurile ©, E, €, 
polinoamele: 
a) f = Xf +X’ +1; b) f = X’ + X’ - X? - X2 -2X -2. 
Solutie 


a) Avem f- X! 2X? +1- X? = (x? +1) -X? =(X? +X+1)(X? -X +1). 
Aceasta este descompunerea lui f în factori ireductibili peste Q si R. 
Peste corpul € f are descompunerea Г-(Х- ЭТР: - :2)(Х -81)(X —во), 
unde = este o rădăcină a polinomului X2+X+1, iar &,e sunt ră- 
dăcinile polinomului Х2-Х-1. 

b) Se observă са f(-1)=0, deci f se divide cu X +1. 

Folosind schema lui Horner se obtine: 

f -(x«1)(x* -x? -2)- (x +1)(х° +1)(х° -2). 

Rezultă cà f are următoarele descompuneri: 

«f-(X +1)(х° + (х? -2) peste €; 

e £2 (x «1) (x? «1)(x - 42)(x + 2) peste p; 


e f=(X+1)(X-i)(X+i)(X-/2)(X + /2) peste €. 
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Bd 2. Să se determine c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru polinoamele: 

f.gee[x]. f =(X-1)(X? -1(x«2). g- (x? -3X «2)(x? -4). 
Solutie 

Vom descompune in factori ireductibili cele douá polinoame. 

Avem f - (X -1 (X -1(X*2)! si g-(X-1)(X-2)(X-2)(X«2)- 
-(X-1)(X-2y (Х-2) 

Folosind descompunerile in factori ireductibili se obtine: 

(f, g) (X - 1)(X +2) (se aleg factorii ireductibili comuni la puterea 


cea mai mică), iar [f, g] - (X - 1)? (X +1)(Х – ЭГ (Х- p (se aleg factorii 
comuni si necomuni la puterea cea mai mare). 


КЕТІМЕМ! 

Dacă polinoamele f, ge K[X] sunt descompuse în produse de 
factori ireductibili, atunci: 

e (f, g) este produsul factorilor ireductibili comuni, luaţi la pu- 
terea сеа mai пїїса; 

• |f, g] este produsul factorilor ireductibili comuni sau necomuni, 
luati la puterea cea mai mare. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
El. Sá se determine care dintre ele- a) f = X? (х- 1? (2x- 1j } 
mentele specificate sunt ràdàcini Ç 
ale polinomului f: b) f = X? (х? à x) (х? E 1)? ; 
a) f = ХЗ _ 3X? + 2 e €[X]. 2 3 
(x? x. 2 _ . 
«e [1.1 14 48]; e) f-(x? -x-2) (2x? -3x « 1) 
2 
b) f = X?’ - X + X? +X? -X+le (x? -1) . 
e C[X], a e É 1 Ч, ЕЗ. Să se determine a,bcZ, astfel 


2 încât polinomul f c Z, [X] sà admi- 
с) #= X? «6c z; [X]. tà rádácinile indicate si sà se afle 
dé ü. 2, 8, 1, 8, 6) р apoi celelalte ràdàcini ale lui f: 
a) f = X’ + X? +a, p = 3, а = 2; 
E2. Sà se determine pentru polinomul b) f = X“ + aX? + Î, p = 5, a = 3; 
ЇєГ|Х| rădăcinile și ordinul de c) £=xX1+3X2+aX+b,p=3, 


multiplicitate al acestora: AMA 
а e fâ, 2) . 
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E4. 


ЕБ. 


A1. 


Sá se arate că polinomul f < K [X] 


admite rădăcina dublă indicată si 
apoi să se afle celelalte rădăcini 
ale lui f: 


f) f = X? + 3X? + 2 e 77 [X]; 
g) f = X? + X? + X +Î є Уз [х]. 


а|ї-Х3-3Х-2,К-6,4-1 E6. Fie f eC[X], f = X* + (m +п)х? - 
b) ё-Х2-6Х2-13Х2-12Х-4, -X2 4 mX +n -1. Să se determine 
K = ©, a = 2; ràdàcinile polinomului f, stiind cà 
4 3 2 ayı = -1 si az = -2 sunt rădăcini 
с) f = X” -2iX" – 5X“ + 8iX + 4, 1 
ale acestuia. 
K = C, а= i; 
d f-X*-x?. 3x? -2X + 4, E7. Sá se determine c.m.m.d.c. si 
A c.m.m.m.c. al polinoamelor: 
K = Z5, a = 2. 
E a) f -(X - 1? (x « 1)* (x -2)(X « 3), 
Sá se descompună în factori ire- g = (х? Б їр (x + 1)? (х? ES 4) : 
ductibili polinoamele: 
a) f = X* - 3X? + 2x? e D [x]; f, g e Q[X]; 
43 гү? 2 
b) f = x9 1e C [X]; b) £= (X-i)? (X +i)” (x +1)2, 
2 
c) f = Х5 _ x e C [x]; g - (x? +1) (x? -1), f, ge c [x]; 
4 2 ; 
d) f Хх + 3X -4єЄХ| c) f = XŠ _ 1, g = X -L f, g e R[X]. 
e) f = X? +Î e Z2 [X]; 
APROFUNDARE 
Să se determine rădăcinile polino- a) f = ( X- 1) ( X+ 2) ( Х- а): 
mului f in conditiile е. " b) £ = (x " (x * 3)(X " a)(X _ ба): 
a) f ep[x], f = (2 + /3) x? +3x2 + 2 : 
22 _ e) f - (x? -1) - (x? +a) . 
-(1 + 2/3)x + 343, stiind cá are o 
radacina кейе 2 АЗ. Să se rezolve ecuaţiile in € stiind 
b) fe C[X], f =2X” +(1+5) X" - 2iX + cà au solutiile indicate: 
+3(-1-i), știind са are o rădăcină a) х3 _ 3x? + x + 2 = 0, ху = 2; 
reală; 4 b) x^ _2x3 + Ax? -2x 4 3 = 0, 
c) f e C[X], f = (1+ 2i) X“ + x, = š, X9 =; 
+(2m - i) X - (3 + mi), dacă m e R c) z^ _ 3zŠ +z? + 4 = 0, 2, =2 solu- 
si f are o rădăcină reală; : EN 
fec[X], f = X? + (3 + i) x? нерде 
d) f e C[X], f = +(3 +i) d) 25 -z - 422 +7z -3 =0, z =1 
-3Х-ш-1, dacă m eR sif are о E zs 
soluţie triplă. 
rădăcină reală. 
A4. Sá se determine meR pentru 


. Să se determine а є С știind că 


polinomul fe C[|X] admite rădă- 
cini reale duble: 
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dublă о = 2. Să se afle apoi cele- 
lalte rădăcini ale polinomului. 


. Să se afle rădăcinile polinomului 
f e C[X], f = X? -X* « aX? +bX «c 
ştiind că are rădăcina triplă а = 1. 


Аб. Sá se determine а є № ştiind că 


polinomul f< D[X] are rădăcină 
reală dublă: 

a) f = X? - 5X? + 8X + a; 

b) f = ХЗ - 2X? + aX + 8; 

c) f = X? c aX? + 7X - 3. 


A7. Să se determine parametrii ştiind 


că polinomul fe R|X] are o rádá- 
cină triplă. Să se descompună apoi 
în factori ireductibili polinomul f: 


a) f = X? _ 6X? + aX + b; 
b) f = XŠ + aX? + 3X + b; 
c) f = Xf -5X3 + 9x? + bX +a. 


A8. Sá se determine a € Z4 pentru care 
polinomul f e Z4[X]. f = X? + aX? + 
+ (a + 2) X+a are trei rădăcini în 
73. 

A9. Se consideră polinomul f = x". 

-4X"! + 5X" - AX + Ae R[X]. 

Dacă o = 2 este rădăcină a lui f, să 


se determine ordinul sáu de mul- 
tiplicitate. 


A10.Să se determine f c z, [X] de gra- 
dul 4, stiind cá x-2 este rădă- 
cină triplă în cazurile p є (2, 3). 

А11.54 se determine polinoamele ire- 


ductibile fe Уз [X], f = aX? + bX + 


+2. 


А12.54 se determine polinoamele de 
gradul 4 ireductibile în 7, [X]. 


A13.Să se afle valoarea parametrului „a“ 
pentru care polinomul fe Z,[X] 


este ireductibil: 

a) f = 2x? «(a 2)x +1, p-3 

b) f = Xê +aX +, p = 7; 

c) f - X* c aX? « (a +1)х +2, p=5. 


A14. Să se descompună în factori ireduc- 
tibili polinoamele: 


а) f = X? + x* +1 € Q[X]: 
b) f = X? -Î, e Z2 [X]; 
c) f = X? - 1 e Z3 [X]. 


A15.Fie f = ХЗ + bX? + cX +a e Q[X], 
astfel încât a,b,ce si ab + ac 
este număr impar. Să se arate că f 
este ireductibil peste Z. 


A16. Să se arate că polinomul: 
f=(X-1)(X-2)(X-3)-1e@Q[X] 
este polinom ireductibil peste Z. 

A17.Fie p număr prim. Să se descom- 
pună în factori ireductibili poli- 
nomul f = XP + a e Z, [X]. 


A18. Să se arate că polinomul f e [X]. 
f -(X-1)?(x-2)....(X-n) +1 
este ireductibil peste 7. 

A19.Se consideră polinomul fe p[X] 
astfel încât f(1)+f(2)+...+f(n)= 
= n3, V ne N“. 
rădăcinile polinomului f si să se 


descompună în factori ireductibili 
peste R. 


Să se determine 


A20.Să se determine fe R|X| și să se 
descompună în factori, știind că 
(x+3)f(x)=(x-1)Í(z+1),V ep. 
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A21.Fie f c 25[Х], f = X* + mx? + 2x? + c) Ас 
+4X +1. Dacă A = (m e Z5 | f are 
două rădăcini distincte in Z5) si 
B = (m e z; | g- f - SX + 4 are 
rădăcină triplă in Z5) atunci: 


i) a) A c (6, il; b) a c Í, â); e) B= (2). 


(ASE, București, iulie, 2000) 
© Relațiile ii viète 


Fie f e C[X], f -a9X? +a;X «a4 un polinom de gradul al doilea. 
Dacă 7, Z2€ sunt rădăcinile polinomului f, atunci acesta are 
descompunerea în factori ireductibili: 

f =ao(X-2)(X-z2). (1). 

Efectuând produsul în relația (1) obtinem că: 

f - agX? -ao (2 +Z2)X +aoz)zo, (2). 


Din identificarea celor două exprimări ale polinomului f obținem 
relatiile între rădăcinile si coeficienții acestuia: 


(relatiile lui Viète pentru polinomul de gradul 2). 


În mod analog, pentru un polinom de gradul trei, fecC|[X], 


f =aoX? +a X? +а„Х+ as, avem descompunerea în factori ireductibili 
f-ag(X-z)(X-z3)(X-23). unde 21, 29, Z3€ sunt rădăcinile 
polinomului. 

Din egalitatea aọX? « a,X? +a,X +as = ao (X - zj)(X -z4)(X - Z3) 
se obține cà aX +a,X2 + a4X +as =aoX? -ao (Z1 + Zg +23) X? + 


+a0 (2122 + 2123 + 2923) X — aoZ1ZəoZs, (3). 
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Din identificarea coeficienţilor se obțin relaţiile: 


81 
ao 


2129 + Z1Z3 + 2923 = 32 numite relatiile 
ao 
712923 = -23 
ao 
lui Viète pentru polinomul de gradul 3. 
Mai general, procedând în mod 


analog pentru un polinom fet|X], 


François VIETE (1540-1603) 
matematician francez 


+ Este unul dintre creatorii 
f=a9X" +a X" Ї+...+а„_,Х +а„, ag e€', |algebrei având rezultate impor- 


cu rădăcinile 21, Zo, ..., Zn € €, se obțin асои ое: 


Sum triei si geometriei analitice. 
relaţiile lui Viéte: 
ау 
51 = 21 + 29 +... +2 EAT 
ao 
a> 
S5 = 2129 + 2123 +... + ZiZn + 2923 +... + Zn-lZn = —— 
ao 
(S) РЕТИ ОЛЕГЕ 
ын E 1 как 
Sk = Z1Zə2...Zk + 7173...®7куу t + Zn-k+1 °: Zn 1 Z =(-1) — 


ao 


După cum se observă, suma s, este suma tuturor produselor a k 


dintre rădăcinile polinomului f. Rezultă că suma są are GE termeni. 


© OBSERVAȚII 

1. Pentru ecuaţia algebrică Ї(х)-0 soluţiile 21, Z2, ..., Za sunt rădă- 
cinile polinomului f și, astfel, ele verifică același sistem de relații ale 
lui Viète. 

2. Relaţiile lui Viète se pot scrie pentru un polinom f e K[X], de gradul 
neN', care are toate cele n rădăcini oj, 09, --:; а în corpul К. În 
caz contrar, nu se pot scrie relațiile lui Viète. 

Astfel, polinomul f e ©{Х], f = X" -2, n2 2, nu аге пісі o rădăcină in 


Q, deci nu putem scrie sistemul (S) de relaţii ale lui Viète. 
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Hhlicafii ade звдай олг tui Viète 


1. Relaţiile lui Viète se dovedesc utile în aflarea rădăcinilor unui 
polinom fe€[X]. în cazul când aceste rădăcini verifică relaţii 
suplimentare. 


Poblemă rezolvată 
lb] 5а se rezolve în € ecuaţia 2 - 22 _-z—2 = 0, știind că două dintre 
soluţiile sale verifică relaţia 2) + Zə = -1. 


Solutie 

Din prima relaţie a lui Viète, Z} +Z +23 =1, se obţine Za 21-2; – 29 = 
=1-(2 +zə)=2. Considerând polinomul f e €[X], f = X? - X? - X -2, care 
are rádácina 2, obtinem cu ajutorul schemei lui Horner descompunerea: 

f -(X-2)? «X «1). 

Rezultă că ecuaţia algebrică atașată se scrie sub forma: 
-1+1/3 


(2 - 2)(z? +2 + 1) =0 si are soluţiile Z = 2, 72015 = 7) 


2. Dacă sunt cunoscute solutiile unei ecuaţii algebrice de gradul 


* . . . 
пе №, 21, Zo, ..., Za. atunci se cunosc sumele $], S2, ..., S, si ecuaţia se 
poate scrie sub forma: 
= - п 
z^ - sz"! +52272 —... - (-1)' s, = 0, (1). 


Probleme rezolvate 


ра 1. Să se scrie ecuaţia de gradul З cu coeficienţi complecși, care 
are soluţiile z, = 1, Zə =i, 23 =1-1. 


Solutie 
=1+i. Având în vedere relația (1), obținem ecuatia: 
29—272 +(2+i)z-(1+i)=0. 


E 2. Fie feC[X], f =X3+X+1 cu rădăcinile хү, хо, хз € €. Să se 


scrie polinomul unitar de gradul 3 care are ràdàcinile: 
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Soluţia 1 

Polinomul căutat este g = X? - s] X? +5,Х — 5з, unde: 

S5 = УУ» + Y1Y3 + YoY3 = (1+xi)(1+xə>)+(1+xi)(1+xs)+(1+xə): 
(1 +Хз) = 3-2(хү + X9 +X3) +X1Xo +Х1Хз +ХоХз = 3+ 28 + 82 
de relatiile lui Viëte pentru polinomul f. 


Rezultă s, = 0, sp = 1, sa =—1 si se obţine s, -3, sp = 4, s4 =1. 
Polinomul căutat este g = X? -3X? +4Х -1. 


Solutia 2 
Din relatiile date se obtine: 


х= yi -1, X2 = уз -1, X3 = ys -1. 

Cu substitutia x =y-1, ecuaţia f(x)=0 atașată polinomului f se 
transformă astfel: (y - 1)° 4(у-1)-1-0, care adusà la forma cea mai 
simplă devine: y? -3y2+4y-1=0. Rezultă că polinomul g care are 


atașată această ecuatie este g = X = paul 4X = T. 


E] З. Să se rezolve in € sistemele de ecuații: 


х+у+2=1 х+ау +а22 = a? 
а) 4x? +y? +22 =3; b) «x - by - b?z- b^, a, b, ce € distincte. 
3 


x? «y? +23 =1 x+cy+c2z=c 


Solutie 

a) Considerăm numerele x, y, z e € ca rădăcini ale unui polinom f 
de gradul 3. Rezultă cà f = X? -sı X° +5,Х – 53, unde s, =x+y+Zz = 1, 
Sp = Xy + yZ + ZX Si S3 = хуй. 

Din relația x? «y? +22 = (x «y zy -2(xy-*yz-zx) se obţine că 
3-1-258,, adică sp = -1. 

Deoarece x, y, z sunt rádácini ale polinomului f, obtinem: 

x cx +55Х – 53 = О 
у? -sy? +55у – 53 = 0 . 
23 sz? +5о7—5з = 0 
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Prin adunarea acestor egalitáti se obține: 
x3 + y? + zŠ -sı (x? +y? жа нв (x «y *z)-3ss =0. 
Având în vedere sistemul dat rezultă că ss = -1. 


Așadar, f£- X - X? -Х+1= X* (x -3)- (x -1)-(x -D(x^-1) si 


are rădăcinile x, = l, x9 = l, xs = -1. 
Obtinem са х-1,у-1,7--1 sau x-Ly--Lz-l sau x--1 


у-1, 2-1. 
b) Considerăm polinomul f € €[X], f = X? -zX° -yX - x. 
Avem f(a)=0,f(b)=0,f(c)=0, deci a, b, c sunt rădăcinile poli- 


nomului f. Din relațiile lui Viète pentru f, obtinem: 
a+b+c=z, ab+bc+ac=-y, абс = х si astfel sistemul are soluția 


x = абс, у =-(ab+bc+ac), z=a+b+c. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 


El. Să se scrie relațiile lui Viéte a) f = 3X3 + 7X? -18X + 8, z, + 
pentru polinoamele f c c [x]: 


a) f = X? - 3X? + AX -10; 
b) f = X _3X +1; 

c) f = xŠ _1; 

d) f = 3X? _ Xî +2; 


+ Zə = —3; 

b)f = 5X? - 27X? + 7X + 15, z; - Z2 = 5; 
c) f = X? _ 7X? + AX +12, z) = 3zə; 
d) f = X? - 10X? + 27X - 18, 23 = 


e = 22125; 

e) f -(X - 2) (X- 2)(X- 3); 

(x -1( X ) e) f = ХА - X? +12X - 36, 2122 + 
d) f - (x? - X «1)(x + 2). +2324 = 0. 


E2. Să se arate că polinomul f € Z, [X] 
E4. Se consideră polinomul f e €[X]. 


are toate rádácinile in Z, 5158 se 
1-Х"-3Х2-Х-3 si 21, Z2, 23 € 


scrie relaţiile lui Viète pentru 


acesta: e C rădăcinile sale. Să se calculeze: 

a) f = X! «1e Z4[X]: а) z? +22 +23; b) 22 +23 + 23; 
-Х3-1 A 

b) f = X? +1 e Z3[X]; POTES CENE UE 

c) f = X? «i e Z5 [X]: - E. Е 
_ 3 2 A. d) ap pa ae 

d) f = X? - X? + X + ĝ e 75 [X]. бааа 

ЕЗ. Să se determine rădăcinile polino- e) Zi lr rEQ o Eg 
mului f e €[X]. știind cá are loc 1+2) l+Zzə l+zə 


relația specificată: 
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E5. 


E6. 


A1. 


Să se rezolve in € ecuațiile, știind || ку. 


cá au loc relatiile date: 

a) 23 - 6z? -az + 12 = 0, 2) + Zə = 23; 
b) 23 - 117? + az -36 = 0, 21 = 2223; 
с) 23 - 12z2 + az - 60 = 0, z, + Zə = 
= 223. 


Se consideră polinomul fe C [X], 


1-1-Х-2Х2-:Х2 cu rădăcinile 


e) f = X? _(a+2)X2+(2a+1)X - a, 
3 2 2 


21 22 


Z3 


ff-X*-3X? +12Х+а,2у25 = Zaza. 


152 


Fie f cZ4[X]. f=X*+X2+1. Dacă 
Од, 02,03,04 E Za sunt rădăcinile 
polinomului f, să se calculeze: 

a) a? +02 + o2 + 02; 


b) or! + ag! + ag! + од!; 
c) o? +05 + a8 + o3; 


7 
d) op +05 +03 ол, n e N. 


аы ;a +4 
21, 22» 23. Să se formeze polinoa- E8. Se consideră ecuația x -8x?- 6x- 
"OE -2-0 in C, cu solutiile ху, Хо, 
mele care au rádácinile: 
а) уу-1-2,Ус-1-2о,Уз-1-23 Xg,X4c € si S= Loy 
с) у = Z2 + 23, Y2 = 21 + 23, Уз = lex, 1+5 
= 21 + Z2; + 1 + 1 . Atunci: 
с) yi = 2223, У2 = 2123, Уз = 2122; Бол ийн 
1 1 1 a) S = 2; b) 5--2: 
d) yi=- Pa Ya = Z c) $- 0; d) 8-1. 
k = 3 (Univ. Transilvania, Brașov, 2000) 
APROFUNDARE 
Dacă x, хо, xs €€ sunt rădăcinile poli- | АЗ. Să se rezolve ecuațiile in €, știind 
nomului f = ХЗ _2x2 .2X +17 с cà au solutiile in progresie aritme- 
tică, pentru m e D: 
Xi X2 X3 
a) x? - 6x? + mx - 2 = 0; 
e C[X] și л = ха хз x |, atunci: ° 
хз X, X2 b) zŠ — 3mz2 + 6z - 4 = 0; 
a) A = 0; b) A = 4; с) z^ _ 10z? + mz? - 50z + 24 = 0; 
c) А = 1; d) А = 2. d) 22 - 202“ + az? + bz + c = 0. 
(Univ. Transilvania, Brașov, 2000) 
А4. Să se rezolve în mulțimea C ecua- 
. Să se determine rădăcinile polino- НПе știind că au soluţiile în 
mului fc €[X], știind că rădăci- progresie geometrică, pentru 
nile sale verifică relația dată: m 2. 5 
a) f = X? + mX? - 4X + 4, 2) + Zo = 0; a) хї-шх — 6x + 27 = 0; 
b) f = ХЗ + 2X2 + aX + 2, zy + Zg = -3; bez - 502 + 36z om 2c 0: 
c) f = X? _ 2X? + aX + 6, 2125 = 3; cha Tio persa Q 
d) f - X? - 3X? _ AX +a, 221 = 3z5; A5. Se consideră polinomul fe c[x], 


f = aX? + bX? + cX + d, astfel încât 
a, b,c, de p 


geometrică cu тайа q (0, + х). 


sunt in progresie 


Să se calculeze 5, = x] + x5 + х8. 
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A6. Fie ї=Х?+аХ+Ьє C[X] cu rădă- A8. Să se rezolve în mulțimea nume- 
relor reale sistemele: 


х+у+2= 2 
а) 4х2 +у2 +22 = 6; 
xyz = -2 


х+у+2-= 2 


cinile xj, X2, хз є €. Să se arate 
că dacă a, b e Z, atunci: 


* 
xi +x2ec7Z,VnenN. 


A7. Se consideră polinomul f = xŠ _ 


РИ Е РЧР 
-mX? + aX + m є €[X]. Sà se deter- b) јх +y +z =6; 
3283 228 
mine a, m e D știind că rădăcinile х-у-чї- 
lui f verifică relația о? +о + Tig tbc 
+98 = m3. c) ix? « y? +23 - 3. 


9 Rezolvarea ecuaţiilor algebrice cu coeficienţi 
in 7, ©, D, € 


Teorema lui Abel-Ruffini afirmă că pentru ecuaţia algebrică de 
grad n e N°, n > 5, nu există formule generale de rezolvare. Aceasta face 


ca rezolvarea unor astfel de ecuații să fie dificilă in lipsa unor informații 
suplimentare asupra ecuaţiei. 

De asemenea, corpul în care ecuaţia are coeficienți poate conduce 
la obţinerea unor soluții particulare și astfel, rezolvarea ecuației să fie 
redusă la ecuații algebrice de grad inferior. 


7.1. Ecuatii algebrice cu coeficienţi in Z 


1 


Fie agx" +аух” *...* a, Ax * a, =0, (1), ecuaţie algebrică de gradul 


n eN", cu coeficienții ag, aj, ..., а, € Z. 
Pentru ecuaţia de tipul (1) se pot determina soluţiile din Z si Q pe 
baza urmàtorului rezultat: 


| TEOREMA 15 
Fie ах” +аух"! +...+а, = 0, ecuaţie algebrică de gradul n € N° 
cu coeficienţi în Z. 
a) Dacă a e Z este soluţie a ecuaţiei, atunci a divide ax. 


b) Dacă a= P ce, (p. q)=1, este soluție a ecuației, atunci p 
q 
divide a,, iar q divide aj. 
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Demonstraţie 
a) Dacă a є Z este soluţie pentru ecuaţie, rezultă că: ago" + 


+a 1 +...+а„_%+а„ =0 sau, altfel scris, aapa” +...+ an-ı) = а, (2). 
Din relația (2) rezultă că a divide a,. 


n 
b) Dacă a=PeQ este soluție a ecuației, rezultă cà ao Н + 


п-1 
+a P +... +a _ P +a = 0, egalitate care se poate scrie sub 
1 п-1 п 8 р 
q 


formele: р- (aop? +a p" 2q+...+ aj 19") = -f q” respectiv, 


q: (ар! + азр" ?q +...+ and”) = -a p”. 


Deoarece (р, q)=1, se obține că p divide a, și 4 divide aj. Ш 


Teorema oferă o modalitate simplă de a determina soluţiile a e Z, 


respectiv a =P ce ale unei ecuatii algebrice cu coeficienți numere 
întregi. Astfel: 

e soluţiile а є Z ale ecuaţiei se caută printre divizorii termenului 
liber a,; 


e soluţiile a = Ре ©, (p. q)=1, se caută printre numerele rationale 
q 
de forma р, unde р este un divizor al termenului liber a,, iar q este 


un divizor al coeficientului dominant ag. 


22217223 ?еуобке{@ 
Sà se rezolve in multimea Є ecuatiile: 
a) x^ -x5-5x2-x-6=0; 
b) 2х7-х2-х-1-0. 


Solutie 
a) Căutăm soluțiile întregi ale ecuaţiei printre divizorii lui 6. Avem: 
96 ={+1, +2, £3, +6). 
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Alcátuim schema lui Horner pentru acești divizori: 


1 -1 -5 -1 -6 
O = 1 0 -5 -6 -12 a= 1 nu este soluţie 
а--1 |1 -2 -3 2 -8 o = —1 nu este soluţie 
а--2 |1 -3 1 з [REG a = —2 este soluţie 
o = 2 1 -1 -1 -5 a = 2 nu este soluţie 
а = З 1 0 1 | R20 | a = З este soluție 


Așadar s-au găsit două soluţii întregi Г] TEMĂ 


оу =—2, оо = З. Rezultă că ecuaţia se 
Rezolvaţi ecuațiile: 


scrie: (x +2)(x -3)(x° +1)=0, 51 уа .х3-8х2:2-0, 
avea soluţiile a, = -2, ap = 3, оз 4 = $i. e x* «x? - x? -2x -2- 0; 
° х“ + 2x? - 3x? Ax 4 4 - 0. 


b) Se obtine usor cá ecuatia nu are 
rádácini intregi. 

Termenul liber al ecuaţiei este -1 si are mulțimea divizorilor 
g;-Íí-L1], iar termenul dominant este 2 cu 9, ={-1, 1, -2, 2). 


Numerele rationale, care nu sunt in Z, ce pot fi solutii, apartin multimii 


1 1 -1 
3 
шэг 0 ! É la qup Bets solutie 
2 2 2 
1 1 . 
= 2 2 2 |Ё-0 цаг este solutie 


Asadar a= este soluție, iar ecuația poate fi scrisă sub forma 


-1+i/3 


1 2 " 1 . 
X — —|][2x*+2x+2]=0. Se găsesc soluţiile o, = — si a == 
= БАТ ше а = 7 si аз = 


În cazul în care termenii ag, a, €Z au multi divizori, apar prea 
multe fracţii P € © care trebuie încercate dacă sunt soluții. Vom arăta 


unele modalități practice de îndepărtare a unora dintre aceste fracții. 
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° Fie f e C[X], un polinom de gradul n eN' cu coeficienţi întregi 


și а = | e ©, (р, q)=1 o rădăcină a sa. Rezultă că polinomul f este divi- 


zibil cu Х-Р si г-(х-Ё| сєх) sau f = (qX - p)C, (X), unde C, este 
q q 


un polinom cu coeficienţi in Z. Atunci vom obține: f(1)=(q-p)C, (1) si 
f(-1) = (ca - p)&i (-1). 
Deoarece C; (1), C, (-1) e Z, este necesar ca p - q sà dividă f(1) si 


P + q să dividà f(-1). 


Asadar, dacá p - q nu divide f(1) sau p + q nu divide f(-1), 


atunci P e © nu este soluţie a ecuaţiei. 


Py,oblemå hali 
[d] 5а se rezolve ecuaţia 4x* - 8x? - 11x? +13x-3=0. 


Solutie 
e Căutăm soluții întregi printre divizorii lui 3. Va rezulta că 

ecuația nu are soluții în Z. 

e Căutăm soluţii rationale. Acestea pot fi: 

1 11 135 33 3 
E аА 4' 2. 9' 4 3) 

Avem (1-4Х3-8Х7-11Х2-13Х-3 polinomul asociat si 
f(1)2-5 și f(-1)- -15. Înlăturăm fracțiile care nu pot fi soluţii: 


г 1 (— ` ° = — 

q 2 4 2 2 4 4 
p+q | 3 1 5 3 5 -1 7 1 |f(-1)--15 
р-4|-11-8 | 3 | -5 1 -5 | -1 E f(1)=-5 


Se observă că au mai rămas de probat dacă sunt soluții numai 


fracțiile P ЯН = m 2) 
ч (21422 
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Făcând proba prin schema lui Horner se constată că sunt soluţii 


о = L Q5 = 22 si se obţine ecuația: (х Э X+ 3 (x? Зх +1) -0. 
2 2 2 2 
+ 
Rezultă că ©з, 4 = 2 25 > 


7.2. Ecuatii algebrice cu coeficienţi rationali 


Fie a, b, c e €, astfel încât b 20, c > 0 si Ve e R\ Q. 

Numerele reale de forma u=a+bye se numesc numere 
iraționale pătratice. 

Numărul irațional pătratic u=a-bye se numește conjugatul 
numărului u = a + bvc. 

Se observă ușor că oricare număr irațional pătratic u =а + bye se 
poate scrie sub una din formele «+ JP sau a- 4. unde o, Вє ©, 
p > 0, JP e RO, având in vedere introducerea sau scoaterea factorilor 
de sub radicali. 

Folosind formula binomului lui Newton, rezultă са dacă u=a+vb 


este număr irațional pătratic, atunci u" = (a+ Jb її =a, +4/Ь,, unde 


аһ, b, EQ, si b. >0, Jb, єРХӨ. Așadar и" este număr irațional 


S= n m 201011 n 
pátratic. De asemenea se observă са u -а,-4/ р, = (u ) 


s] TEOREMA 16 
Fie f e Q[X], f = ao +a,X+ agX? +...+а„Х”, un polinom de gradul n, 
пем si u=a+vb număr irațional pătratic. 
Dacă u este rădăcină a polinomului f, atunci: 
a) u=a- b este rădăcină a lui f; 
b) u si u au același ordin de multiplicitate. 


Demonstratie 
a) Avem succesiv: 


t(u) = ao +a (a-b)+...+an(a- Vb) =ао+а (а – Ji) 
+ az (оз – Ba )+...+ as (an – Ba )= ao + axe + Pi )+az(a2 + JBa )+...+ 


+а (а. + 45) =f(u)=0, deci u este rădăcină a polinomului f. 
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b) Fie m, m, eN ordinele de multiplicitate ale rădăcinilor u și u. 


m 


Polinomul f se scrie: f -(X-u)" (х-и) 
g(u)=0, g(u)= 0. 


Să presupunem cà m < т. Atunci, din relaţia (1), se obţine: 


:& (1), unde se @[X] si 


f=(X2-2aX +a2-b) (X-u) "-д-(Х?-дах»а2-Ы -h, (2). 


1} — 


Polinomul h = (X-u) ".ge Q[X] si h(u) - 0. Din punctul a) al 


— mm 
teoremei se obține că h(u)=0, deci (u-u) -8(4)-0. Dar 


и-и z O, deci este necesar ca g(u) = 0, in contradicţie cu g(u) + O. 
Așadar nu se poate ca m « m,. Analog se arată cá nu are loc inega- 
litatea m, < m. În concluzie m = m, si teorema este demonstrată. BI 


Робота rezolvată 


Să se rezolve in D ecuaţia x? +2x2 +ax +b = 0, ştiind cà a, b є © 
și cá admite soluția x, =1+ 42. 


Solutie 
Considerăm f e Q[X], f = X? - 2X? +aX +b. Polinomul f admite rădă- 


cina Xx; =1+ 49, deci conform teoremei С] ТЕМА 


anterioare admite și rădăcina xp =1- 4/2. ба се opa ГАГ агаа 
Din relaţiile lui Viète se obține: | ecuaţii, dacă: 


Xj +X +Xs = —2 si хз =-A. ° x? _ Ax? L 3x +2 = 0, 
Asadar: x; =1+ 4/2; 

= (х-1+/2)(х-1-42)(х+4) = ° x? - 5x? +5х -1- 0, 

= X? - 2X? -9X – 4 si se obține cá x; -2:« 13; 


a--9,b-- 4. ° х — Ax? + 2x? _ Ax +1= 0, 
ZI 223. 


[Г] TEMĂ DE STUDIU 
Fie feQ[X] un polinom de gradul ncN', cu rădăcina x; = Ja + Vb, 
a, beQ, si Ja, /b e D N ©. 


a) Să se studieze dacă numerele ya – Jb, Jb – Ja, -va -Vb sunt rădăcini 
ale polinomului f. 
b) Care este gradul minim al polinomului f? 
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7.3. Ecuatii algebrice cu coeficienţi reali 


Demonstrație (Temă) 


© OBSERVAȚII 
Fie f e Є[Х], un polinom cu coeficienţi reali de gradul n e N. 


° Polinomul f are un număr par de rădăcini ze CR. 
e раса n este impar, atunci polinomul f are cel puţin o rădăcină reală. 
Mai mult, numărul de rădăcini reale este impar. 


22972722 rezolvate 
[x] 1. Să se rezolve in € ecuaţia z? — z? +2 = 0, stiind cà admite solutia 
21 = 1 + i. 
Solutie 
Fie f e C[X], f =X3-X2+2, polinomul 
cu coeficienţi reali atașat ecuației date. 
Rezultă că f are rădăcina z, =1+i, deci 
va avea si rădăcina z5 =1-i. Din relaţiile lui 


Viète rezultă că 2 +Zə + 23 = 1, deci 23 = -1. 
I| 2. Să se determine numerele reale a, b si sà se rezolve ecuaţia 
29 - 22^ +923 +422 + az « b = О, știind că admite soluţia dublă z, = i. 


Solutie 

Deoarece ecuaţia admite soluţia z, =i, ea va admite si soluţia 
Za = Z = —i, soluţie dublă. Așadar sunt cunoscute soluţiile: Z, = Zo = i, 
Za = 24 = —i. Din relaţia lui Viète 2] + Zə + Z4 +24 +25 = —2 se obţine că 


zs =-2. Aşadar Г-(Х-1 (Xi (X42) - (x? +1) (X +2). 
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Împărțind polinomul f prin X? +1 (sau folosind relaţiile lui Viète) 
se obține că a = 1 si b = 2. 


З tax? + bx + c = 0, a, b, c < €, 


3. Sà se rezolve ecuaţia x? —3x“* +x 
știind cá admite soluţiile x, =1+i si x, =1- X9. 
Solutie 

Fie fec|[|Xx] f - X? -3Х* + X «aX? +ЪХ +с, polinomul atașat 
ecuatiei. Deoarece a, b, c e ©, rezultă cà f admite și soluţiile x4 =1+ 49, 
X4-1l-i Din relaţia lui Viète: ху + хә +Xs +X, Ха, = З se obţine 
xs = -1. Rezultă cà f are forma f =(X-1-i)(X-1+i)[X-1+/2)[X-1-.2). 
(Х-1)- (х? -2X + 21| х? -2х- 1) -(X+1). impàrtind polinomul f la 


Х2-2Х-2 si Х +1, sau folosind relaţiile lui Viëte corespunzàtoare, se 
obţine a = З, b = -4, c = —-2. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
Е1. Să se determine soluţiile întregi | E4. Să se rezolve ecuațiile, știind că au 
ale ecuațiilor: soluția indicată: 
a) x*-x?-x?.x-2-0; a) x^ — Ax? — Ax? + 16x +12 = 0, 
b) x^ 2x? _ 3x? + 8x - 4 = 0; xı -1- 43; 
c) x? + 3x* - 5x? - 15x? + b) x* -2x -. 2x -1- 0, 
44x +12 = 0. xi =1+ 4/2; 
E2. Sà se determine solutiile rationale c) z^ _ 723 +1422 - 22-12 = 0, 
ale ecuatiilor: 21 =1-\/3; 
а) 2x° + 3x” «6x -4- 0; d) z^ - 102? + 3122 - 34z + 12 = 0, 
b) 4Ax* + 8x? + 7x? 8x + 3 = 0; zi = 3 - 45; 
c) 12x? - 23x^ + 10x? + 2x -1 = 0. eben? iar eur E 
ЕЗ. Sá se determine polinoamele zi =1+ V2; 
f e Q[X] de gradul 4, care au rădă- f) 2z4 - 723 +522 4 2 1- 0, 
Хүү 2 + 43; Е: ша 
b) -2 dublă, 1--/2: E5. Sà se rezolve ecuatiile stiind solutia 
indicată: 


с) 1- /3 dublă; 
4)2-4/3 si 3-2. 


а) 22-62 +1522 +18z +10 = 0, 
zj --1-i 
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A1. 


A4. 


b) 21-22 + 322 -224 2 = 0, 
21 = i; 

с) 24 + zŠ + 4z2 + z + 3 = 0, 21 = і; 
d) 3z* - 5z? + 32? + 42 - 2 = 0, 
21-1-5 


e) 22? -32? + 2z + 2 = 0, z, - 1« i; 


f) z^ — 8z? + 26z? — 40z + 25 = О, 
z; -2-i. 


APROFUNDARE 


Sà se determine a c Z si rádácinile 
polinomului f e Q[X]. f = X? - aX? + 
+ЗХ +2, stiind cá acesta admite 
rádácini numere intregi. 


. Fie f = Q[X], f = X? + aX? + bX - 2, 


a, beZ. Să se rezolve ecuatia 
#(х) = 0 știind cá are cel puțin 
două soluții în 7. 


. Sá se determine a є Z știind că 


polinomul f < Q[X] admite rădăcini 
rationale: 

a) f = X? + aX? + 3X - 3; 

b) f = X“ + aX? - 3; 

c) f = 2X? + AX? + aX - 6; 

d) f = AX* _ 12X? + 7X? + aX - 2. 
Să se determine т є © și apoi să 


se rezolve ecuațiile obținute știind 
că admit și soluțiile indicate: 


а) x? + 5x + m = 0, xy = V2 - 1; 
b) x* + 2x? _ 64х+ т - 0, x, =2 + /3; 


c) x’ + mx? +2m+8=0, хү-45-1. 


. ба se rezolve ecuațiile date, dacă 


a, b e Q si admit soluția indicată: 
а) z? +222 + az + b = 0, z, = V2 -1; 
b) 23 – 422 + az + b = 0, z, = 2 - 43; 
c) z^ + 2z? _ 2az2 + 2bz +1 = 0, 


21 = 43-2; 


A6. 


A7. 


A8. 


A9. 
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d) z^ + Az? + az? + bz + 4 = 0, 
21 = 3 - 5. 


Să se determine a, be ©, stiind са 


ecuatia x? Ax? -5x+a=0 admite 
soluția x, = b + 4/2. 
Sà se rezolve ecuatiile si sà se 


determine a, b є R, în cazurile: 


3 + az? 


a) z^-z -2+1= 0, 21 = –і; 
b) z^ + 323 + az? + 212 +b = 0, 

21 =1- 21; 

с) z^ + 223 + az? + bz + 39 = О, 

21 = 3 – 21; 

d) z? + az? + bz + 2 = 0, z, - 1- i. 
Să se rezolve ecuațiile știind că a, 
b є Z si că admit o soluţie dublă 
număr întreg: 


a) x? + ax? + bx +1 = 0; 

b) x^ + ax? + bx? + 2x + 2 = 0; 

Sà se rezolve ecuatiile urmàtoare, 
in conditiile date: 

a) z’ _ 5z^ + 92° - 722 + 2 = О, 

Zı =1+V2, z; = 1 + š; 

b) zŠ — 425 + 4z1 _ 823 + Az? + 
+32z +16 = 0, z, = zə = 1 + 43; 

с) zŠ _ 5z? +192 — 3923 + 38z2 — 
—34z + 20 = 0, z; = i, Zə = 1 + 31; 
d) 25 _ Az? + 422 + 4z — 8 = 0, 

21 = 42, Z -1-i. 


Algebră * III. Inele de polinoame 


A10. 


А11. 


А12. 


А1З. 


forma ат +bz2 +c = 0, a, b, c e C€, a z 0. 


Fie a, b, c, d < @. Sà se rezolve 
ecuatiile in conditiile specificate: 


a) xŠ + ax? + bat + Ax? + 23x? + 
+cx + d = 0, dacă x, = 3- /11, 

X9 = 2 - 45; 

b) 2x9 + ax? + bx1 + ex? - x? + dx + 
+8 = 0, x, = 5 - i/3, x9 =1 + 4/2. 


3 


Se dà ecuatia xŠ + 3x? - 12x^ — 
-42x? - 19x? + ax + b = 0, a, be Q. 

Sà se rezolve ecuatia, stiind cà 
admite soluția x, = /2 + V5. 


Să se scrie ecuaţia cu coeficienți 
. . . . * 

rationali de gradul cel mai mic neN, 

care admite solutia x, in cazurile: 


a) ху = V2 + V3; b) ху = V2 + V5; 
с) ху = V5 - V3. 


Sá se rezolve ecuatiile stiind cá 
admit solutii independente de para- 
metrul m є €: 


cu coeficienti in € 


8.1. Ecuatii bipátrate 


a) x? + (m - 3) x? - (3m + 4)x - 
—4m = 0; 


b) x? - x? -(m? +m+2)x+ 


+2m2 + 2m = О. 


A14. Se consideră ecuația: (p? _ 1) xto 


-(p2 +3) х3 - (зр? +1) х2 + 
+ (sp? +3)x-2(p? -1)= o, unde 


pe CND, 
хз, X4. Dacă ху, хо sunt soluțiile 


p| > 1, cu soluțiile ху, хо, 
reale independente de p si 
S = Re(x3)+ Re(x,), atunci: 

а) Se[0, +œ); b) Se(-o, - 25); 
e) Se(-4, - 3); d) Se(-2, - 1); 


e) S є (-1, 0). 
(ASE, Bucuresti, 2002) 


9 Rezolvarea unor ecuaţii algebrice de grad superior 


O ecuaţie bipătrată cu coeficienţi în € este o ecuaţie algebrică de 


Pentru rezolvare se parcurg următorii pași: 


° se notează 72 -у și se obţine ecuaţia de gradul doi: 


ay? + by +c = 0, numită ecuaţia rezolventá a ecuației bipătrate; 
e se rezolvă ecuaţia rezolventă în mulțimea € obținându-se 
soluţiile у, Ус et; 


e se scriu si se rezolvă ecuaţiile 2 = y, si 22 = уз obținându-se 


soluţiile 21, Z9. Zg, Z4 ale ecuaţiei bipătrate. 
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IF Exemplu 
+ Sá se rezolve ecuațiile in €: 
а) z^ - 322 -4 = 0; b) zf +(1-1)22 -i- 0. 


Solutie 
Ecuatiile sunt bipátrate. 


a) Fie 22 = y. Se obtine ecuatia rezolventà y? -З3у-4-0 cu soluțiile y; = -1, 
yo = 4. Rezultă z? = —1 si z? = 4 cu soluţiile Zi = 1, Zo = —i, respectiv Za = 2, 24 = -2. 

b) Notând 22 = у se obţine ecuaţia rezolventà y2 4(1-1)у-1-0 cu soluţiile 
Уј = -1 si y> =i. Rezultă ecuaţiile: z?--1 si 22 =i. Din prima ecuatie se obtine 
Zi -i Zo = —1. Pentru a rezolva a doua ecuaţie considerăm z = a + bi є Є, a, b e D si se 
obtine: (a + bi)? =i sau a2-b?2+2abi = i. Din egalitatea de numere complexe se obține 
sistemul Ын 5 š Р Substituind b = m in prima ecuatie a sistemului se obtine ecuatia 


42 


4a^ =1 cu soluţiile reale a = Ta Rezultă că b = Жэ iar Z4 4 = £ —(1« i). 


Робота vegoleală 
T J5 +1 


Золатава "E 


Solutie 


Stim că 0 = sinz = sin ший Зай” өв ааш єв, (5) 
5 5 5 5 5 5 


i Ше le au ae ae à "P f Я 
Notând x = case si având în vedere că sin 30 = 3sin a – A sin? о, 


cos3a = 4cos? a - Зсоѕа, din relația (*) se obține ecuaţia: 
(16x* -12х° +1)-х = 0. 


0 QE QE. 


Rezultă cà x €40, t 
4 4 


45-1 


4 


Se obţine soluția convenabilă x = 


8.2. Ecuatii binome 


O ecuaţie binomă cu coeficienți în mulțimea € este o ecuatie 
algebrică de forma: z" -a =0, unde ne м, a e С. (1) 
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Scriind ecuaţia binomă (1) sub [Г] NE REAMINTIM! 


Pentru z e €, se cunosc: 
° z=a+bi, forma algebrică; 


° |z| = а?  b?, modulul lui z; 


e z=|z(cost+isint), 22267 
2 


forma z" =a, rezolvarea ei se reduce la 
determinarea rădăcinilor ае ordinul 
neN' ale numărului complex a. 

Dacă a=r(cost+isint) este scri- 


erea sub formă trigonometrică a numă- 
rului a, atunci se obține: 


sint = ш forma trigonometrică; 


Zk = Ч (cos tt, LJ А 
п п 


° (cost +isint)” = cosnt +іѕіп пі, 
k e (0, 1, 2, .... n= 1} , (2). formula ]ui Moivre. 
(rádácinile complexe ale lui z є €). 


IF Exemplu 


+ Să se rezolve ecuația binomá z^ -i=0. 
Solutie 


: pos Е : : : то... T д ыа 
Forma trigonometricá a numărului а = i este: і = соло + iso. Având in vedere 


т т 
— + 2kr —+ 2kr 
relaţia (2) rezultă soluţiile: z, = cos 2 i +isin I` k e {0, 1, 2, 3}. 


8.3. Ecuatii reciproce 


< DEFINIȚIE 
*Polinomul f e K[X], f =aọ * ajX * a3X? +...+a X”, de gradul n e N° 
se numeşte polinom reciproc dacă între coeficienții săi există 
relațiile: a, — a, y. K € {0, 1, 2, ..., n}. (1) 


IF Exemple 
Polinoamele reciproce f e K[X] de gradul 1, 2, 3 și 4 au formele: 


° fi =aX+a, fs = aX? +ЪХ +a, fs = aX? + bX? +ЪХ +a, respectiv f4 = ах“ + bX? + 


+cX? L bX +a, unde a, b, ce K 51 acK. 


<» DEFINIȚIE 
• Se numește ecuaţie algebrică reciprocă de gradul n є № o ecuaţie 
de forma f(x) = 0, unde f e K|X] este un polinom reciproc de gradul n. 


Forma particulară a polinoamelor (ecuaţiilor) reciproce de gradul n 
conduce la câteva observaţii generale: 
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1. Orice ecuaţie algebrică reciprocă de grad impar admite soluţia 
Хү Бан -1. 


Într-adevăr, polinomul f se poate scrie sub forma f = ag (1 + x") + 
+a, (X + хэл, а» (х? + 257) +... Si se obține f(-1) = 0. 


2. Prin împărțirea polinomului reciproc f de grad impar n la X + 1 se 
obține un cât care este polinom reciproc de grad n - 1. 


îi : : š : Я | 21 
З. Dacă ecuaţia reciprocă are soluţia a, atunci are și soluţia —. 
O 


Rezolvarea ecuației reciproce de gradul З 


Ecuația reciprocă de gradul З cu coeficienţi în corpul € are forma: 
ах? +bx2+bx+a=0. Ecuația se poate scrie succesiv: а(х? + 1) + 


+bx(x +1) = 0 sau (х+1)(ах? +(b-a)x+a)=0. (1) 


Forma de scriere (1) arată că ecuaţia are soluţia x; = І si alte două 


soluții date de ecuaţia reciprocă de gradul 2: ax? +(b-a)x +a =0. 


IF Exemplu 


+ Să se rezolve in € ecuaţia 2x? +3x2+3x+2=0. 
Solutie 
Ecuatia se scrie: (x+ (2х2 +X + 2) =0 si are soluţiile: х,--1 si 


-l1ri/15 
— 


X2, 3 = 


Rezolvarea ecuației reciproce de gradul 4 


Forma generală a ecuaţiei reciproce de gradul 4 cu coeficienţi 
întregi este: azi + bz? «cz? +bz+a=0. 
Se observă că ecuația nu admite soluţia x = 0. 


Pentru rezolvare se parcurg următorii pași: 


2 a 


z2 


* Se imparte prin 2° si se obține: az? + bz +c + B +—=0. 


e Se grupează termenii care au coeficienţi egali: 


a(z +2) 662+2) ео 
7, 7 
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e° Se notează ze Зу si rezultă cà 22 + ES - y? -2. Se obţine 
Z 2 


ecuația de gradul 2 in y: а(у? -2)+by+c=0 sau ay2+by+c-2a=0 


numită ecuația rezolventă a ecuației reciproce de gradul 4. 
e Se rezolvă ecuația rezolventă obținând soluţiile y;, у» є C. 


" i: 1 : 1 
e Se rezolvă ecuațiile >+—= уу si Z+— = у» care se aduc la forma: 
Z Z 


z?- Уү2-1-0 si 2° - yəz+1=0. Rezultă astfel soluţiile z,, Z2, Za, 24 € € 
ale ecuaţiei reciproce. 


Așadar, rezolvarea ecuaţiei reciproce de gradul 4 se reduce la 
rezolvarea a trei ecuaţii de gradul 2. 


IF Exemplu 


+ Să se rezolve ecuaţia reciprocă z^ +23 -Ag? +z2+1=0. 
Solutie 
a iro 2 : 2 1 1 1 2 1 1 
După împărţirea cu z^ se obţine: 7 +—-4+—+-у=0 sau |Z *— |+ |Z+—|- 
УЛ УЛ 7. 
—4 = 0. Cu notatia у= vods obtinem z? gem Е y? —2 si ecuatia rezolventà y? +у-б=0 
Z 7 


cu soluţiile y; = —3, yo = 2. 


1 i L] TEMÁ 
Avem ecuaţiile: 2+— = -3 si 7---2 З A 
7 2, Sà se rezolve ecuatiile: 
sau 22 +32+1=0 si z2-2z+1=0. Se obțin ° 22% _ 323 +222 — 324 2 = О; 
Р : -3 +5 ° zi+3z5-8z2+3z+1=0. 
soluţiile 2] 9 =1 și 73 4 = e 


© OBSERVAŢII 


1. Dacă f e C[X], este polinom reciproc de gradul n e°, n număr 


impar, atunci rezolvarea ecuaţiei reciproce de gradul n se reduce la 
rezolvarea ecuaţiei z + 1 = О si a unei ecuaţii reciproce de gradul n - 1. 


0” Exemplu 
» Să se rezolve ecuaţia x? -3x1+9x3 +2x7 -3x +1=0. 
Solutie 
Deoarece x = -l este soluție a ecuaţiei, prin împărţirea polinomului 


f=X5-3X1+2X5+2X2-3X+1 la g=X+1 obținem descompunerea f=(X+1). 
(X* -4x? +6X? -4X +1). Rezultă ecuația (х+1)(х* -4x +6x?-4x+1)=0. Avem 
xı = -1, iar celelalte 4 soluții sunt date de ecuația reciprocă x^ - Ax? +6х2 - Ax «1 - 0. 


Se obtine X9 3,4,5 = L. 
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2. Dacă fe€[X]. este un polinom reciproc de gradul n, n = 2k, 
rezolvarea ecuației reciproce atașate se poate reduce la rezolvarea 


: z Lx Р 
unei ecuaţii de gradul k cu necunoscuta у = 2+ –, si а k ecuaţii de 
z 


gradul 2 date de ecuaţiile z хо Yp: pe (1,2,..., k}. 
2 


IF Exemplu 
+ Sà se rezolve ecuaţia reciprocă de gradul 6 în mulțimea Є: 


zŠ — 529 + 47% +422 -52+1 = 0. 


Solutie 


n 1 
Impártind cu 23 se obtine: Jul an gd +4 zu -0. Dacă |Z += = y, 
23 z? 7 7 


atunci z2 цана y2 22 si 23 + Е (un (z + = 1) у(у? -3). Se obtine ecuatia 
7 7 2 7 


rezolventă de gradul 3 in y: у?-5у!-у-10 -0 care se descompune astfel: 


3-29 -3-429 
2 ° 9, 


(y 2)(y? 3y 5) = 0. Se obţin soluţiile: y; = 2, yo = si se obtin 


3 


5 3- J29 Ed 


ecuațiile in z de forma: z + ta y, sau 2? = у2+1= 0, unde у | > > 5 
2 


3. În cazul unei ecuaţii reciproce cu coeficienţi într-un corp K se 
procedează în mod analog. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
El. Să se rezolve în mulțimea € ecua- | E2. Să se rezolve ecuațiile binome in 

tiile bipătrate: mulțimea €: 

a) z^ _2z2 +1 = 0; a) z3 _ 125 = 0; 
b) zi +222 +1 = 0; b) zi _ 625 = О; 
с) z^ - 10z2 + 9 = 0; с) z3 + 8 = 0; 
d) 92“ - 10z? + 1 = 0; d) z? +125 = 0; 
e) z^ _17z2 +16 = 0; e) z^ +16 = 0; 
f) 252* - 2622 + 1 = 0; f) 25 +1- 0; 

g) zi + 2? +2 = 0; g) 26 _ i = 0; 
h) z“ + 29z2 + 100 = 0; h) z? - i = 0. 


i) z^ - 2z? -15 = 0. 
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E3. 


E4. 


A1. 


Sà se rezolve in € ecuatiile reci- 
proce de gradul 3: 
2 +х+1- 0; 


b) x? - 5x? - 5x +1 = 0; 


a) x?’ +x 


+2b - 23) x? - (3a + 3b - 2) x? - 
-(a+b-7)x+3(ab+a-b-1)=0, 


este ecuaţie bipătrată si să se 
rezolve în acest caz. 
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d) 7x* - x? - 12x? -x +7 = 0; 
e) x^ — 7x? 4 12x? - 7x 41- 0; 


f) 2x4 - 5x? + 10x? - 5x + 2 = 0. 


c) 2x? - 7x? -7x + 2 = 0; E5. Să se rezolve in € ecuațiile reci- 
d) 4x? х2 х+4- 0; Bo á 3 5 
a) X” +X -х-х -х-1-0, 
e) \/2х3 + x? + x + V2 = 0; : "A 4 " 
b) 2x? + -3х7-3х + x + 2 = 0; 
f) 2x? - 5x? - 5x +2 = 0. 1:25 x Ы 5 Ы 
с) 3x? + 2x^ _ 5x? - 5x? +2х+3- 0; 
Sá se rezolve in € ecuatiile reci- d) xê x? + x^ - 6x? +x? x 41-0. 
proce de gradul 4: 
a) ex^ + x? - 14x? +x 46-0; Еб. Să se rezolve in Є: 
b) х“ + 2x? - 6x? + 2x +1 = 0; a) (x - 1)“ + (x + 1)* = 82; 
с) 2x* - x? - 2x? - x + 2 = 0; b) (х-1) + (x +i)! - 16. 
APROFUNDARE 
Sà se rezolve ecuatiile bipátrate in | A4. Sá se rezolve ecuatiile in multimea 
mulțimea Є: numerelor complexe: 
a) xf + x2 +1- 0; a) x? + ix? + ix + 1 = 0; 
b) x! «17x? +16 = 0; b) ix? + (1+i)x? +(1+i)x+i=0; 
2 3 2 3 
12 = = = = 
c) x2 (22) = 40; c) z? — sz“ — gz + 1 = 0, £” = 1. 
x 
2 A5. Pentru care valori ale lui a є D, 
d) x? — (2) =5. ecuatia x? +ax2 +ах+1=0 admite 
5 soluţii multiple? 
„ Să se rezolve in Z5 ecuațiile: Аб. Sá se rezolve in € ecuaţia х“ + 
a) xf - x? +Î = Ô; +(a +1)x? + bx? + 5x +1 = 0, știind 
54 2.53 A. cá este ecuatie reciprocá si admite 
b) 2x «x «2-0; o solutie dublà. 
5,4, 2,2 , Š _ Ô 
с) 3x + 4x +3 = 0; А7. Sà se arate că dacă o ecuaţie reci- 
да 200402 procă de gradul 4 cu coeficienți în 
d) 2х° + Зх^ +1 – 0. ы 
corpul K admite soluția acK, atunci 
. Sá se determine a, b є R pentru ea admite si solutia a`! є К. Gene- 
care ecuaţia х“ + (а? + b? _ 2ab + ralizare. 
A8. Sà se rezolve ecuatiile reciproce in C: 


a) x9 -x*-x?,.1-0; 


b) xŠ - х5 + 3x* _ 6x? + 3х2 — 
—x+1=0. 


Algebră * Ill. Inele de polinoame 


A9. Să se determine a є D știind că b) (x +a)? -(х-ау =b, a, b e D; 


ecuatia 23 +а22 +az+1=0 аге 


а 4 
numai solutii reale. c) (x +a) +(x+b) = c, a, b, сє; 


2 
2 = 0: 
А10. Pentru ce valori ale lui a є D ecuația d) (х Зоо ) цол 


тесїргоса х®+х?+ах+х+1=0 е) (x + а)(х® + a9) = х?, a € R. 


ате toate solutiile reale? 


A11. Să se rezolve în mulțimea € ecuațiile A13. Să se rezolve ecuația: 


de grad superior: 1082 6- 1083 (2) + log (2) га 
а) x + x? + 2х2 + 2x + 4 = 0; e * Jx 8 
b) х“ + x? - 24x? - 6x + 36 = 0; 


Мо g x + + = 0. 


2.2 2-0 
: (Admitere, ASE, București) 


c) x^ + x? —4a2x2 +ax +a 


A12.Să se rezolve ecuatiile in multi- А14. Să se calculeze: 
mea €: 2n 


3 . T T 
a) (x - 1)* + (x «1)* - 82; sin 5 $ Sn 107 созу” 


Testul 1 


O1. Polinomul f= X’ 1 4X? +4X?+mX+neQ[|[X] se divide cu polinomul 
g = X? - AX «3e Q[X]. pentru: 


m = -4 m = -4 m = 4 m=2 
a) mE b) ne c) НЕРЖ, 4) cu 
(Univ. Maritimă, Constanţa, 2002) 
(3 puncte) 


O2. Se consideră polinomul f = X? + mX? +2X+m-leR [X], având rădăcinile 
Хү, X>, xs. 


a) Sà se arate cà xj + х3 + x3 =—mŠ + 3m+ 3. 


: š 2 
b) Să se determine m pentru care x? + xŠ + x3 > 3(xix>xs) . 


с) Să se determine m pentru care polinomul f se divide cu X - 1 si, în acest 
caz, sà se găsească rădăcinile sale. 

(Univ. București, Facultatea de Matematică și Informatică, 2002) 

(4 puncte) 


^.2x?-x?.2x-2-0 în multimea C, stiind cà 


O3. Sà se rezolve ecuatia x 
admite ca rădăcină numărul x, = 1- /3. 


(Univ. de Nord, Baia-Mare, 2002) 
(3 puncte) 
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Algebră * III. Inele de polinoame 


O1. 


O2. 


O3. 


O1. 


O2. 


ОЗ. 


Testul 2 


Se consideră polinomul f = X* – ХЗ + Х2-Х-1, cu rădăcinile Хү, Хо, Xs, Xa € C. 
a) Sà se calculeze Ї(1) si f(-1). 

b) Sá se determine a є C, astfel încât sà avem identitatea 
f = a(X - xy)(X- x2)(X —xs)(X - x4). 

c) Sá se arate că (1- xj)(1- x5) (1- x3) (1- x4) = 1. 

d) Sá se arate cá (1+ xi) (1^ x2)(1+ x3) (1^ x4) = 5. 


(Bacalaureat, iulie 2002) 
(4 puncte) 


Fie f = X* - 7X? + (m +13) X? - (4m + 3)X +m e C[X]. Să se rezolve ecuația 


f(x) = 0, ştiind cá m є €, admite soluția x, = 2 + /3, iar xs = 2x4. 
(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 1998) 


(3 puncte) 

Sá se descompună in factori ireductibili peste €, D, € polinomul 
f = X^ + X? _ X? - 2X - 2, ştiind cá admite rădăcina 21 = -3 + es. 

(Univ. Babeș Bolyai, Cluj-Napoca, 1996) 

(3 puncte) 


Testul 3 


Să se determine rădăcinile хү, X2, хз ale polinomului f = X? - mX? -2e c[x], 


dacà x; t х2 + хі = 0. 


(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 2002) 


(3 puncte) 
Ecuația х“ _ x’ + mx? + 2x + n = 0, m, ne D admite soluția x, = 1 + i pentru: 
a) m = 2, n = —3; b) m = 0, n = 2; c) m = —-1, n = 0; 
а) m = 1, п = 4; e)m-n -O. 


(Univ. Maritimă, Constanţa, 2000) 
(3 puncte) 


Se consideră ecuaţia x“ — (m - 1) x? + mx? — (т –1)х+1= 0. 

Fie М = {т єр | ecuaţia are două rădăcini reale, distincte si negative) 3 
Atunci: 

a) М-(-с, 0); b) M = [0, +œ); c) М-(-с,-1| d) M = (-1, 1); e) M = Ø. 


(ASE, Cibernetica, 1997) 
(8 puncte) 
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ELEMENTE DE 
ANALIZĂ MATEMATICĂ 


În clasa a XI-a s-a văzut că noțiunea de derivată a unei funcții a 
fost introdusă pornind de la câteva considerente practice. Astfel, în 
domeniul fizicii, viteza instantanee a unui mobil este descrisă de o 
funcție care reprezintă derivata funcției „spațiu“. 

Fizica experimentală ridică însă și problema oarecum inversă celei 
de derivată, în sensul că impune determinarea proprietăţilor unei 
funcţii care modelează un fenomen, folosind valori ale derivatei rezul- 
tate dintr-un experiment. 

Relativ la astfel de situaţii practice a apărut conceptul de 
„integrală“. Denumirea de „integrală“ rezultă din ideea deducerii unei 
concluzii asupra întregului, idee formulată având în vedere concluzii 
asupra părților întregului, (integer = întreg, în limba latină). 


9 Probleme care conduc la noţiunea de integrală 


Problema spaţiului parcurs de un mobil în mișcarea rectilinie 

Se consideră un punct mobil M care se deplasează rectiliniu, în 
același sens, pe o axă, cu viteza instantanee la momentul x egală cu 
v(x). Dacă S(x) este distanța parcursă de mobil de la momentul 
inițial t=O la momentul t=x, atunci, conform definiției vitezei 
instantanee, are loc egalitatea у(х) = S'(x). 

Problema se poate pune însă și invers: dacă se cunoaște viteza 
instantanee у(х) în fiecare moment х, atunci se poate determina 
distanța parcursă de mobil în intervalul de timp [0, x]? 

Din punct de vedere matematic, problema revine la a studia dacă 
există o funcţie S care verifică egalitatea S'(x)- у(х). Cu alte cuvinte, 


problema revine la a determina funcția când se cunoaște derivata sa, 
determinare care face obiectivul capitolelor următoare. 
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Problema ariei unei suprafeţe plane 

Se consideră f :[a, b] ^ R o funcţie continuă și pozitivă. 

Se notează cu S funcția care asociază fiecărui x є [а, b] aria S(x) 
a suprafeței plane mărginite de curba y - f(x), axa Ox pe intervalul 
[a. x] și segmentele [AA'], [MM'] unde A(a, 0), A'(a.f(a)). М(х, О), 
M'(x, f (x)). (figura 1). 


B(b, 0) 
O'A(a, 0) M(x, O) Xm хм М№(х+һ, 0) x 
Figura 1 


Funcţia S, numită funcția „arie“, este derivabilă pe intervalul [a, x]. 

Într-adevăr, fie N e Ox, N(x +h, 0), h>0 si Xm, xu €[X, x+h] puncte 
în care f ia valoare minimă, respectiv valoare maximă pe intervalul 
[x. x+h]. 

Deoarece aria suprafeței curbilinii [MM'N'N] este cuprinsă între 
ariile dreptunghiurilor cu baza [MN] si cu înălțimile egale cu f(x), 
respectiv f(xy), au loc relațiile: 

h- f(x )<S(x+h)-S(x)<h-f(xm). De aici se obţine: 
S(x+h)-S(x) 
h 
Pentru h — 0 avem: lim f (Xm) =f(x)= lim f (xy). 


Pus € (хм). (1) 


Prin trecere la limită după h — O in relația (1) si folosind definiția 
derivatei se obține: 
5 h)-S 
e ш 
h>0 h 
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Așadar, funcţia S este derivabilă și S'(x)=f(x), x e[a. b]. (2), 
relaţie care exprimă derivata funcției 
„arie“ cu ajutorul funcției f. 

O problemă care se pune în legă- 
tură cu relaţia (2) este: „Să se deter- 
mine aria suprafeței plane asociate 
funcției f pe un interval [а, b], in 
ipoteza cá se cunoaște derivata ѕа.“. 

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 


1716) a notat această arie cu simbolul Š І 
Gotffried Wilhelm LEIBNIZ 


b 
| f(x)dx, citit „integrală de la a la b (1646-1716) 
@ matematician german 
аш f(x)dx “. 
Rezolvarea deplină a problemelor 
care cer determinarea funcției când se 


Este creatorul calculului dife- 
rential si integral, având contri- 
butii remarcabile in analiza com- 
cunoaște derivata sa se va face intro- | binatorie, calculul probabilităților, 


ducând noile concepte matematice: | aritmetică și mecanică. 


= e 


„primitivă“ și „integrală definită“. 


Primitivele unei funcţii 
Integrala nedefinită a unei funcții 


Fie Ic D un interval de numere reale și funcţia f : I — R. 


99 DEFINIȚII 


e Funcția f:I— R admite primitive pe intervalul I dacă există о 
funcţie Е:1- D astfel încât: 
a) F este funcție derivabilă pe intervalul I; 
b) F'(x)=f(x), vxel. 

e Funcţia F cu proprietățile de mai sus se numește funcţia primitivă 
(sau antiderivată) a funcției f pe intervalul I. 

e Dacă funcţia F există, se spune că funcția f este primitivabilă pe 
intervalul I. 


IS” Exemple 
* Funcţia nulă f : R > R, f(x) = 0, admite primitive pe R. 


Într-adevăr, pentru orice număr real c, funcția Е:Ю P, F(x)-c este funcție 
derivabilă pe R si F'(x) -O- f(x), Vx єр. 
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3 


2 Funcțiile F:D D, F(x) =— si G: D > p, 


* Fie funcția Ї: > P, f(x) = x“. 


3 
G(x)= X +k, k e D, sunt primitive ale funcției f pe D. 
3 


Într-adevăr, funcţiile F si G sunt derivabile pe D si F'(x)- x? - G'(x) - f(x). 
Vx ek. 
* Funcţia F:(0, +о) > E, F(x)-Inx este o primitivă a funcţiei f:(0, +c) — R, 
1 
f(x)-—. 
(9-1 
De asemenea G : (0, + о) 2 R, G(x) = Inx +1 este o primitivă a funcției f pe (0, + оо). 


Din exemplele de mai sus se observă că funcţiile alese admit mai 
multe primitive pe intervalul de definitie. Relatia dintre diferitele 
primitive ale unei funcţii pe un interval este dată de următorul rezultat: 


Demonstratie 

Funcţiile F, Е fiind primitive ale funcţiei f pe intervalul I, sunt 
derivabile pe Isi Е (x) = f(x) - Е (х), Vx eI. 

Folosind operaţiile cu funcţii derivabile, rezultă că funcţia F, — F> 
este derivabilă si (Е-Е,)(х)-Е(х)-Е(х)-0,Үхєс1 

Deoarece funcţia Е -F, are derivata nulă pe intervalul I, din 
consecința teoremei lui Lagrange rezultă că există ce astfel încât 
(Е-Е )(х) = с, vxel. 

Așadar Е (х)-Е, (х) = с, Vx e L M 


Teorema afirmă са două 
primitive ale unei funcții primiti- 
vabile pe un interval diferă printr-o 
constantă. Dacă F este o primi- 
tivă a funcţiei f:I EF, atunci 
orice altă primitivă G a lui f este 
de forma G=F+c, unde c este 
funcţie constantă pe I. 
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Se deduce astfel că dacă funcţia f admite o primitivă, atunci 
admite o infinitate de primitive. 


«< DEFINIȚII 


Fie Ic D un interval si Г:1-- R o funcţie care admite primitive pe I. 
e Mulțimea tuturor primitivelor funcţiei f pe intervalul I se numește 


integrala nedefinită a funcţiei f și se notează | f (x)dx. 


* Operatia prin care se determiná multimea primitivelor unei functii se 
numeste operatia de integrare. 


© OBSERVAȚII 
Fie f : 1 5 RÈ o funcţie primitivabilà si F o primitivă a funcţiei f pe I. 


1. Din teorema 1 se deduce că mulțimea primitivelor funcţiei f pe 
intervalul I satisface egalitatea: 


[f (x)dx = ЇЕ +c | c este funcţie constantă}. 


2. Dacă se notează @= {с :I> R | c este functie constantă}, atunci 
[f(x)dx = F + €. 
Precizări 
e Dacă F (I) - (f |f: 1 D) si F, % c F (I), se definesc operaţiile: 
a) F+9={f+g|feF, geg; 
b) 27-04 |f EF}, Xe; 
с) f+5=(f+h|hedi,feZ(). 
e Pentru mulțimea ¢ a funcţiilor constante pe intervalul I au loc 
egalitátile: 
@+@ -; À@ = ©, pentru Ve. 


3. Cu ajutorul notatiilor utilizate pentru integrala nedefinită, cele trei 
exemple conduc la următoarele евашай: 
[оах = 0, x e P; 
x? 
[х?ах = ah XE ГР: 


| Бах =10х+0, хє(0, +). 
x 
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9 Proprietăţi ale integralei nedefinite 


Demonstrație (extindere) 


Fie F, G:I — D primitive ale funcțiilor f, g pe intervalul I. Funcţiile 
F si G sunt derivabile pe I si F'=f si G'-g. Folosind operaţiile cu 
funcții derivabile pe un interval, rezultă că funcția F+G este funcție 
derivabilă pe I și are loc egalitatea (F + G) =F'+G'=f+g. 

Așadar, funcţia f+g admite primitive pe intervalul I si funcția 
Е + С este o primitivă a acesteia pe intervalul I. 


Totodată au loc următoarele egalităţi: 

[f(x)dx =F +€, (1) 

[в(х)ах = G +€. (2) 

fE) +g(x)]dx = (Е+О)+®@. (3) 

Folosind relația €+€ = si egalitàtile (1), (2), (3) se obține: 

 (х)дх- [g(x)dx - (F & €) «(G « €) -(Е-0)-(0-0)-(Е-0)-0 = 
= ЇЇ 9) + g(x) Јах. H 


Demonstratie 

Fie F o primitivă a funcţiei f pe intervalul I. Rezultă cà F este funcţie 
derivabilă pe I si F' = f. Conform operațiilor cu funcţii derivabile se obține 
cá functia AF este derivabilà pe I si (AF) = AF' = Mf. Așadar, funcţia Af 
admite primitive pe intervalul I si funcţia AF este o primitivă a ei. 
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Totodată are loc egalitatea: 


Din faptul că A€ = €, VÀ e D°, se obţine: 
A [f(x)dx =À(F+@)= F +“@ = 104)(х)4х si teorema este demon- 
strată. M 


© OBSERVAȚII А 
1. Pentru À = 0, egalitatea (4) nu este adevărată. Intr-adevàr, pentru 


À = О avem: 104)(х)ах = [0ах = е, іаг A [f(x)dx - 0- [f(x)dx = (0j. 
2. Pentru A €R are loc egalitatea: [G.£)(x)àx = A [f (x) dx + е. 


Id] 1. Să se determine funcţia f: D — D pentru care o primitivă a sa 
este de forma: 


a) F(x)-e* (x? +6x), хє; 


Ъ) Е(х) = 252 ans, x e D; 
1+x2 
2 


x 
z: X > 0. 
1+х 


c) F(x) = arccos 


Soluttie 

Se aplică definiția primitivei unei funcţii, arătând că funcţia F este 
funcţie derivabilă și F'(x)= f (x). 

a) Funcţia F este derivabilă pe ID ca produs de funcții derivabile si 
f(x)=F'(x)= [е (x? + 6x) | = ех (х? + 6x) +e* .(2x +6), x €R. 


Rezultă că f(x) = e* (х? +8х + 6), х єї. 
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b) Funcţia F este derivabilă pe R fiind exprimată cu ajutorul 
operațiilor cu funcții derivabile. 


Avem: te=- = | К [Г] МЕ REAMINTIM! 


+ 


2-х (етсек) = (1-6) -Г-6-1-6 


BEES 
g g? 


41--х2 


-41-х2-(2-х) ы 
Е 41--х2 .earctgx ү (Уа) --1--4 


l«x? 2/u 
2-x . 1 . earctgx - 
1+х2 1+х° 
1-3x 
= earctéx , „x e D. 


(1 + x? NI +x? 
с) Funcţia F este derivabilă pe intervalul (0, + oo) si: 


_ y -üex?| _ 
f(x)eF'(x)s 1 Ї х.) - e partae 


2. Fie funcţia f : R — R, f (x) = e?* .sinx. Sá se determine constan- 
tele reale m si n astfel încât funcția F : ID > R, F (x) = e2x (msinx + 


+ncosx) să fie o primitivă a funcţiei f pe R. 


Solutie 

Din ipoteza са F este o primitivă a funcţiei f, rezultă са F este 
derivabilă si F'(x)-f(x), V x €R. 

Se obtine egalitatea: 

ед (2m - n)sinx « (m + 2n)cosx |= ех sinx, V x e R. 


Pentru x = 0, se obține m +2n = 0, iar pentru х => se obține 2m – 


ТЭЭР: 2 2... 1 E TE : 
-11-1. Rezultă, în final, că m = 5 si n = E valori care verifică condi- 


Ше din enunt. 
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e*, x20 


3. Sà se studieze dacă funcţia f: E, f(x)- 
2х+т, х <0 


admite primitive ре Eb, unde m e E. 


Solutie 
O primitivă a funcţiei f, : [0, -о0)- R, fi (x) = e* este funcţia: 
O primitivă a funcţiei f : (—o, 0) > R, f; (x) = 2x +m, este funcţia: 
F, : (—o, 0) > R, F; (x) = х? « mx + c3. 
Rezultă că o primitivă a funcţiei f pe ID va avea forma: 
ex +c), хє(0,- 
Е(х)- | эн 
x? + mx + cə, хє(-о, 0) 


Constantele c, si c> vor fi determinate astfel încât funcţia F să fie 
derivabilă pe Б, în particular să fie continuă pe №. Astfel, condiţia de con- 
tinuitate în x = 0, limF(x)=F(0), conduce la egalitàátile 1+ c = co = c. 

x—0 


ех +c-1, x20 


2 


Rezultă că F(x) = : 
x^-mx-«c, x«O 


Condiţia de derivabilitate a funcţiei Е in x -O conduce la egali- 
tátile F4 (0) =1=Е, (0) = m. 
Asadar, existenta primitivelor pentru functia f depinde de valorile 


parametrului m: 
e pentru m - 1, funcţia f admite primitive pe R si o primitivă este 


ех —-1+c, x» 0 


2 


funcția F : ID 5 E, F (x) = ; 
X +X+cC,x <0 


° pentru m e \ {1}, funcţia f nu admite primitive pe D. 


» COMENTARIU METODIC 


Din problema rezolvată anterior se conturează câteva idei care 
vizează existența sau neexistenta primitivelor unei funcții. 

a) Pentru m =1, funcţia f este continuă pe R si admite primitive 
ре R. 

Mai general, аге loc următorul rezultat: 

Orice functie continuă f : I — R admite primitive pe intervalul I. 
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b) Pentru meR \ {1} funcţia f are dis- TEMĂ 
continuitàáti de speța I si nu are primitive pe IR. Au primitive funcțiile 

Mai general, are loc următorul rezultat: 

Orice funcţie f : I — R care are discon- 
tinuitáti de speța І nu admite primitive pe 


intervalul 1. In Vex, x 21 
"T 
c) Deoarece funcţia f are discontinuități S es 9: 
de speța I pe R, nu are proprietatea lui 0, x-0 
Darboux pe Е. L xeQ 
Mai general, dacă o funcţie f:I— R -L xe pio! 


nu are proprietatea lui Darboux pe inter- 
valul I, atunci nu are primitive pe I. 


EXERCITII SI PROBLEME 


EXERSARE 
El. Să se determine funcția f:D —D || E3. Se consideră funcțiile F,,F; : D 5E, 

pentru care o primitivá a sa este 3 2 
de forma: E (X ,їүүх-0 
a) F (x) = 2x? - Ax? -5x + 9, x c D; FB(xz)=- 13 2 , 

e* +1, x> 0 
b) F (x) = 4х2 + 4х2 x, x e (0, +e); 18: x2 

—+—+x, x< 0 
c) F (x) = x sin x, x € D; Fj(x)-43 2 : 
d) F (x)= x(Inx-1), x e (0, + œ); e -1, x> 0 


Sunt aceste functii primitive ale 
funcţiei Ї: > D, 


x 
f(x) = e^, aid 
х2+х+1,х<0 


3 
x" – 2х 
ЕТЕ 


f F (x) = e* (x — 1) +4, x e R; 


, x e (0, + о); 


g) Е(х)-18 х + tgx, хє (o. =) : E4. Folosind afirmaţia cá o funcție con- 
4 tinuă pe un interval admite primi- 
tive pe acest interval, să se arate 


E2. Să se verifice dacă funcţia F : D — D, că următoarele funcții admit primi- 
әх 2 tive pe domeniul de definitie: 
i Б ра 251 а) f (x) = x? -Ax? + x + 3, xc D; 
F(x)= п n este А 
2 sin х 
х 3 —, xz 0 
m DEUS. x>1 b) f(x)= x 1 
primitivă a funcţiei ЁЇ:Г- R, 1, == 0 
2% +1,x<1 x? sin 1 xz 0 
Ї(х)- у, с) #(х) = х’ 5 
х-2, x>1 0, х-0 


180 


Analiză matematică • |. Primitive 


A1. 


,X»50 

d) ї(х)-1х2-х : 

3, х-0 
2х-1-1 20 
e) f(x) = x , 2 
1, x=0 


E5. Pentru funcția f: — D, f(x) = зх° + 


+2x, sà se determine primitiva F 


care verifică relația F (—1) = 2. 


APROFUNDARE 


A2. Funcţiile F, : D > R, k e {1, 2, 3} 


Să se determine funcţiile f:D > R, 
care au primitive de forma: 


a) F (x) = x(1n? x - In x? +1), 


x e (0, + о); 


b) F(x)- ex+1 (х? = ах), x e D; 


c) F (x) = 2x sin x + 2 cos x - x?, 

хє D; 

d) F(x)= EJo- x? (arent. 
2 2 3 

x e (-3, 3); 

e) Р(х) = 5х2 «1^ 


egin(x vz? +1), xek; 


хїн 1 
Е(х)- Inx , x > 0; 
0 (5) ХЭЛ a) 


[sin (In x) + cos(In x)] -x | 
2 


g) Е(х)- 


x > 0; 
h) F(x) = arcsin (2x41 -x? | — 


-2arcsin x, x є(-1, 1); 


i) ЕС ээ 
3 x?-x41 
1 2x-1 
+ - arct , x> 0. 
48:48 J 
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si F (х) = 2 + i ва (4х) 


16 3 
3 п 2x 
Fo (х)----5Ш|-- А 
2(%)= 2-4 Е F) 
Ез (z) = 5 Ө сов[ 22), sunt 


primitive ale funcţiei f : R — D, 


Ї(х)- cos2 (z- ЗЕ|? 
6 3 


. Să se arate că următoarele funcții 


admit primitive pe domeniul de 
definiţie: 


4х5 - 5x* +1 


7x? + Ax 1, x>1 


a) f(x) = 


ех -1 
b) f(x) = х®+х?' хыг 


x3 - 3x? +1,x> 0 


ех + In x, x e (0, 1] 


c) f(x) = ES : 
хх-1, хє (1, +) 
1-совх2 

d) 4(5)-1 їссовх 755510), 

42, x=0 
nx 
e) f(x)- lim бакы ке | 
п 1+е 
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A4. 


A6. 


AT. 


AS. 


Se consideră funcția f:R-—R, 


f(x) = A Mas 


2 +x, x > -1 


Sà se arate 


cà f admite primitive pe D si sà se 
determine o primitivà F cu pro- 


prietatea cà Е (2) = 3. 


. Se consideră funcția f: — D, f(x) = 


= max Í1, х?) . Să se arate că f admite 


primitive pe D și să se determine 
o primitivă F care verifică relaţia: 


4Е 23 -ЗЕ 3 - ЗЕ(2). 
2 2 
Să se determine constantele a, b є ГР 


astfel încât funcţia Е: (0, + =) — R, 


F (x) = E х, x e(0, e] 


ax + b, x e (e, +œ) 


sà fie 
primitivă a unei funcții. 


Se consideră funcţia F : R 5 R, 
2 


хо -ах-3,х-1 
Е (х) =} Зх +Ъ s: 
> 5 х» 
х^ +2 


Există valori pentru a, b є R astfel 


încât funcţia F să fie antiderivata 
unei funcții? 


Se consideră funcția f : (0, +%)—R, 
х-1 
f (x)= ——. 
(х) = 
Să se determine constantele a, be Db 


astfel încât funcția Е: (0, + о) — R, 


F (x) = (ax + b) Ух să fie o antideri- 
vatà a functiei f. 


A9. 


А1 


Fie funcțiile f, g : (0, + о) ә R, 
x 
f = ——— – 1 1) si = 
(х) E n(x +1) si g(x) 


1 
= [°+bx+aln(x-+1)]. 


Există valori ale constantelor 
a, Ъ, сєЮ astfel încât funcția g 


să fie o primitivă a funcţiei 


h:(0, +) ә D, h(x)- 2 


O.Se consideră funcţia f : [0, 3] > R, 


x? 4 ax +b, x c [0, 1] 
Ї(х)-12х-1, хє(1,2).54 se 
x + За, x e [2, 3] 
determine a, be R astfel încât f să 


admită primitive pe (0, 3]. 


А11.54 se afle constantele a, b c D astfel 


încât funcția f : (0, -с)- D, 

Л х, x e (0, 1) 
ax + b, x e[1, 2] 
43х-2-2ух-2,хє(2,--с) 


să admită primitive pe (0, + œ). 


f(x) = 


A12.Să se arate că următoarele funcții 
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f:R-—R nu admit primitive pe 
Г, dacá: 


а) f(x) = [x]: 
b) f(x) = [x] - 2x: 
c) f(x)- sgnx; 


d) (| 


х-1,х-40 
sin x, x > 0’ 


, xe O 
x 2 хєр ^6 


e) f(x)= | 
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DEZVOLTARE 
D1. Se consideră funcția f : [a, b] ^ D și b) f(x)=|x -1|+|x+1 


‚хє D. 

сє (а, b). Dacă f admite primitive 

D3. Fie f: I D o funcţie care admite 
primitive pe I. Dacă acl si 

f(x), x eI * (a) 

b, x-asibsf(a) 

sà se arate cá functia g nu admite 

primitive pe I. 


pe intervalele [a, c] si [c, b]. sá se 

arate cá f admite primitive pe 

[a, b]. тә 0) 
D2. Sá se arate cá urmátoarele functii 

admit primitive si sá se determine 

o primitivă dacă: 

a) f(x)=|x -2|, x e R; 


© Primitive uzuale 


O problemă esenţială care se pune relativ la noul concept de 
„primitivă a unei funcții“ este aceea a determinării mulțimii primitivelor 
pentru o clasă cât mai largă de funcții. 

Fie I un interval de numere reale si f : I — R o funcţie care admite 
primitive pe I. 

Dacă Е:1- Р este o primitivă a ei, atunci F este o funcție 
derivabilă si Е'(х) = f(x), V x eI. 

Astfel, definiția primitivei dă posibilitatea determinării acesteia in 
strânsă legătură cu folosirea formulelor de derivare învățate în clasa 
a XI-a. 

Ca urmare, apar următoarele posibilităţi: 


4.1. Primitive deduse din derivatele 
funcțiilor elementare 


Ilustrăm acest procedeu prin câteva exemple: 
a) Fie f: R — R, f(x) = sin x. 
Avem (sinx) = cosx, x e D, și astfel se obține | cos x dx = sin x + €. 


b) Fie Ё: (0, +оо) — E, f(x) = In x. 
1 


Avem (In x) = —, x e (0, +), si se obține [Lax =]nx +€. 
x x 
с) Fie f: É: z) > D, f(x) = tgx. 
Avem (tgx) = z— Si se obține Í 5 4х-18х-6. 
cos“ x cos“ x 
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Procedând analog pentru alte funcții, se obține următorul tabel de 
integrale nedefinite. 


Nr. Functia Multimea primitivelor 
crt. р (integrala nedefinită) 
п+1 
1. | f: R> E, (х)-х",пєм [x^dx - — «€ 
n+l 
f:I—> R, f(x)=x",Ic(0, +о), r+1 
2. (x) ( [x'dx = +@ 
rep \ {-1) 
. MTS ° x 
3. f:poLf(x)-a*a»0,azl [axă = 2 е 
Ina 
4. | f:1Ə D, f(x)- liic | гах-ш 56 
x x 
f: I — D, f = , = 
5. + ур | =. z dx == In 34 
IcRiizal,az0 Ty mem 
1 
Г:р-э р, (х) = ——.a20 1 1 Xt 
6. (x) x uu) |- adx = ган + 
f: R > R, f(x) = ѕіпх [sinxdx = -cosx +€ 
f: — R, f (x) = cosx [cosxdx = sinx+ 7 
f:I—> R, f(x)=tgx, 
: tg хах = -In[cosx + € 
н LIC kez] [хах = -in|cosx| 
f:I— R, (х)-сї х, 
10. [ctgx dx = In|sin x| * € 
Іс Б (kr |kez! 
f:I> R, f(x)= - : 
11. x i f l dx=tgx+€ 
Ice (оке) kez] cos s 
f:I> R, f(x)- ? 
12. (x) sin? x | 2 dx = —ctg x + € 
ICR Х(кл|Кєдй! шинэс 
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f: I> R, f(x) = ———, 
13. a? - x? 


[——= 
Ic(-a,a), a»0 


dx = xm Х үр 


f:I2Bf(x)-——L. 


1 
14. х?-а? | Jx2 -a2 


Їс-(-с,-а) sau Ic (a, +e) 


dx = In|x+ хон? 


T€ 


f: R >R, Р(х) =, 


1 
x +a mI 


15. 


dx - In[x e VS? «a? e 


а 0 


а сов 
Să se determine integralele nedefinite pentru următoarele funcții 


folosind proprietăţile integralei nedefinite și tabelul de integrale 
nedefinite: 


a) {(х) = x? - Зх? + Vx, x > 0; 
b) f(x)= соз Da dai xe[o. z) 


sin? x - cos? x 


J1 -x2 +Nx2+6 


) f 5 : 1,1); 
цас (90-0) шаш 
а) f(x ЈЕ ХЭ . х) 
х2-4 
Solutie 


a) Avem f(x? - 3x? + Vx )dx = [x?dx - [3x?dx + | /хах E 


1 


- х“ х? хээ х“ 2 
-8| х?ах + | х2ах = 3-— + «= cu d ce 
4 3 lj 3 
2 
b) Se prelucrează expresia de la numărător și rezultă: 
2 2 


cos2x – З = cos x - sin? x - 3 (sin? x + cos? x) = —2 cos? x - A sin? x. 


Multimea de primitive va fi: 


cos2x – З —2 cos” x 
| -2 2, dx = ] 2 2 dx + +f 
sin“ x : cos“ x sin“ x cos“ x sin? x cos? x sin? 207 


ага 


-4 sin? x dx =-2[— 


dx = 2ctg x - Atg x + €. 
cos? х 
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с) Se distribuie numitorul comun la termenii numărătorului și se 
obține: 


41-х2 +Vx2+6 00 м _ 1 
е = Їл, 


+Í ! z dx = In[x + Vs? +6]+aresm x + v. 


dx + 


1-x 
2 
4 8 2 17 х2-4 +1 dx 
d) Avem: ат л pen 
28 vaza Анны e 
3 2 2 


4.2. Primitive deduse din derivarea 
functiilor compuse 


Ilustrăm procedeul prin câteva exemple: 

a) Fie Icik un interval, u:I—R funcţie derivabilă pe I si 
f::p > R, f(x) = sinu(x). 

Avem f'(x) = (sinu(x)) =cosu(x):u' (x). 

Rezultă cà sinu(x) este primitivă pentru cosu(x)-u'(x), deci 

[cosu(x) -u'(x)dx = sinu(x)- €. 


b) Fie u:1—(0,+o)funcţie derivabilă pe I si f:(0, +о) R, 


f(x) = Inu(x). Avem f'(x)- (Inu(x)) = AG) si ca urmare se obtine: 


| ши! dx = In [ч (х) 4 €. 


u(x) 


În mod analog se pot obţine integralele nedefinite si pentru alte 
functii obtinute prin derivarea unor functii compuse. 
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Astfel, dacă u:I— J este funcţie derivabilă pe intervalul I, se obţine 
următorul tabel de integrale nedefinite. 


NE Integrala nedefinità 
crt. 
1. | ја" (x):u'(x)dx аа Ие 
š u” (x). u'(x - @, 
n+1 i 
: u™! (x) 
2. [u (x)-u'(x)dx = | +@, re N [-1), u(I) c (0, +) 
r+ 
З. | |a") u (x) ag a e (0, +e) \ {1} 
^. lna š: ; 
4. аах muto] e, u(x) #0, x el 
u'(x) 1 u(x)-a 
5 Ї—> dx = а +€, а(х) = ға, VxeLazO 
и? (х)-а 2а |u(x)+a 
6 Í 2560 с arctg — ^ 4€, a z 0 
и (х)+а а 
7 [sin u(x): и (х)4х = -cosu(x)+ € 
[cosu(x)-u'(x)dx =sinu(x)+ € 


[tgu(x)-u'(x)dx = -In|cosu(x)| €. u(x)» (2k +1), keZ,xeIl 


10. [etgu(x): u'(x)dx = In|sinu(x)|« €, u(x)?kn, Кє 2, x eI 


11. EEE у(х) = (2k +12, ke Z,xel 


cos? u(x) 
12. (228 кєр Л. u(x)zkr,keZ,xel 
sin“ u(x) 
13. |] EAE dx = ао) +@,a > 0, u(I)c(-a, а) 
a? - u? (x a 
= 9 = dx =1п|и(х)+ Ju? (х)-а? |+, a > 0, u(I) c (-o, - a) 
14. и (х)-а 


sau u(I)c (a, +) 


u (x) 


u^ (x)+ a2 


15. | dx =In|u(x)-+ u (х) на? |+ €. а + 0 


187 


Analiză matematică • |. Primitive 


În general are loc următorul rezultat: 


Cxercifii rezolvate , 
X+ 


[d 1. Să se calculeze = ax, xek. 
+3x+4 


Solutie 
Alegem functia u : R — E + =) u(x)= x? + 3x +4, derivabilă pe D. 
2х-3 u'(x) 
x2+3x+4  u(x) 


Se obține u'(x) = 2x +3 si , xe D. 


Rezultă că | LIMEN Е = вера 


lax- Inu(x) (х]+@ =1(х? +3х+4)+её 
x +3x+4 


[] 2. Să se calculeze [4х5 (х? d dx, x e R. 
Solutie 

Alegem funcția u:I [-2, +e), u(x) = х - 2, derivabilă, cu у(х) =4x, 
хє. Rezultă са 4х3 а _ 2) = u'(x). u? (x) si [4х5 (x* - 2) dx = 
_ u (x) 


4 


+e =i (xt -2) +€. 


I| З. Să se calculeze f 2x- Jx? +1dx, x €R. 
Solutie 
Alegem funcția u:D —[L +e), u(x)=x2+1, derivabilă ре D, cu u'(x)= 


1 
1 —+1 
=2х, x e D. Rezultă cà |2х-Үх? Fix = u(x) Габак - ОР и 
3 1 
4 
- S [uGo]s eee +1)3[x2 +1) +@. 
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4.3. Primitive deduse din formula de derivare 
a produsului a două functii 


Fie f, g:I— P funcţii derivabile pe intervalul I, cu derivatele 


continue. Atunci (fg) = fg+fg'. Rezultă cà fg este o primitivă a funcției 


fg-fg', iar us s уегїйса egalitatea: 


ЇЇГ(х)в( g'( жин х)р(х)+@ sau 
[f'(x)8( оо (x)dx =f(x)g(x)+“ (1) 
Din egalitatea m se сыге 

[f(x)g'(x)dx = f x)- [f'(x)g(x)dx. (2) 


Egalitatea (2) se шин emm 5 integrare prin părți. 


Să se calculeze: 


a) [xIn x dx, x » 0; b) [xsin x dx, хє; c) [arctg x dx, xek. 


Solutie 
a) Integrala se scrie: 


„ү 2 2 2 
[xInxdx = |5| In x dx = тах | (ых) dx = уе 


2 2 2 9 
ЇЕ x deese lnx [xax - mnx-Ž +€. 
2 x 2 2 2 4 


b) Avem: [xsinxdx - х-(-совх) dx = -x cosx - Í х'.(-соѕх)ах = 


= -x cosx + [cos x dx =—Xx cos x + sin x +. 
c) Avem: [arctgx dx = [x' -arctg x dx = x arctg x — [x -(arctgx) dx = 


1+x? 


dx = xarctg x — 


= xarctgx — [— 3 dx = xaretgx | 


1+х 


- (1+ х2) 6. 
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EXERCIŢII 51 PROBLEME 


E1. 


E2. 


EXERSARE 


Sà se determine multimea primi- 
tivelor următoarelor funcții: 


а) f (x) = x, x ek; 

b) f(x) = 8х7, x < D; 
4 

c) E 


d) f (x)= 5х3, x eR; 
8 
e) f(x)=x 3, x > 0; 


f) f(x) = 11x xŠ, x > 0; 
1 
g) (0) эсе 
h) f(x) = e*, x e D; 
i) f(x) = 2*, x € D; 


: 1 
j) (х) = — Z>E 


, x > 0; 


k) f(x) = 


1 
э -8, 3); 
2_3 x e ( ) 


1 
1) dx) £2 ыш 


m) (==; rece 2): 
n) t()- 2 x c (-2, 2); 

o) f(x)- uem 

p) f(x) = , x e (0, 6). 


\(6 - х)(6 + x) 


Sà ве calculeze integralele nede- 
finite: 
a) f(sx* - 4x? + 3x? - 6x + 1) dx, 


xek; 


E3. 
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b) Í x? _ эх) dx, x € D; 


| 
с) [| 2 i-i ae x < 0; 
| 


х 


а) Í 8x? Jx + Tx Ax | ax, x > 0; 
e) 1 /р - atti ax x > 0; 


dx, gis 
1 2 


j [(5* In 5 - 4% In 16) dx, x e D; 


1 
k) | ——ə < dx, x < D; 
Бага й 
1) 2-4 x > 3; 
m) dx, хє(-2, 2). 
Iu 3x? ) 


Sá se calculeze integralele nedefinite: 


a) | (S sin x + 4 cos x) dx, x e D; 


b) | [2 sin? x - 38 cos? x) ax, xek; 
c) [2 sin 2 соѕ dx, xek; 
2 2 
d) [2 сов? Ž dx, xek; 
2 


e) |2 вш? 2 ax, хє. 
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APROFUNDARE 


Al. Să se determine integralele nede- 


finite: 


5 2 
a) |> *z= ictu go 0; 
x 


b) mx 2x^-x^ ax x > 0; 
c) П - Yx? -хх| х, x > 0; 


3 24| 2 
4) үнэлж Эх ae x > 0; 


e) J (27 m $4 -m3.9*)ax, x < D; 


)= xek; 


1 1 
12 зуй 


dx, x > 1; 


x 2 4 /x2 +2 а 


М4 – х“ 
e (-42. 42) 


jE 2x+1 


p p 


dx, x > 4. 


A2. Sà se Е 


а) [———3áÀ- dx, x e(o, z); 
sin? x . cos? x 2 
т 


b) Же д cos 2x 


2 
c) (за % -сов 2 dx, x < R; 


dx, хє (о. — 
cos? x . sin? x 2 


e) [Ses rg 
sin“ 2x 


f) f (1+ tg?x) áx. x «[о, 2) 
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8) ja 4 etg?x) dx, хє (o. 2) 


АЗ. ба se calculeze mulțimile de primi- 


tive: 
xf +x? +1 
-2|—4———dx,xcKE; 
š J s 5 
x3 _1 
Її38-1-5----4х, x < D; 
* dara 5 
6 
сарыг ) *(x-1) qe es 
x2 +1 


A4. Să se calculeze: 


a) | өх(зх? + 1) dx, x € D; 
b) [x*(1- х5)? ах, хє D; 


c) [x* 3x5 + ldx, x € R; 


dx, x > 0; 


EE 


e) аве x dx, x > 0; 


dx, x < D; 
7 


х-1 


теср iba xek; 
p бх +11 


g | 
h) [— 
i) mw x > 2; 
u laa 


ю Í 


x +1 


ш 1,1 
== x, x e (-1, 1); 


dx, x € Dp; 


dx, x < D; 


2 
x 
3* dx: 

m) Кєз х; 


3 
n) [=== ах, хє Е. 
1+ x“ 
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A5. Să se calculeze: 


j) | sin? x. cos? x dx, x e D. 


a) jeta x Е ах, хє D; 
1 + х2 A6. Să se calculeze integralele nede- 
b cos х d D: finite, folosind formula de inte- 
) ! sin2x-4 Ap ER grare prin pàrti: 
2 
i a) | x“ In x dx, x > 0; 
dp BR д гу, Hi 
9-cos x b) [xe *ax, x > 0; 
cos x 
d) Ia. 4e Xe: c) | sin? x dx, хє: 
е) [2xsin(x? + 1) сов(х? + 1)ах, а) Ї(х + 1) cos x dx, x € D; 
xek; e) | Vx? + 25 dx, x c D; 
f) | 4xsin2 x? + 1|dx, x c D; 
| ( ) шог 
tg?x + tg x dx, х ot 
8) f (te?x « tg x) «( z) 2 | ax, xe(o Z); 
"TECLAS ides 
la infa h) [xarctg x dx, x = R. 
sin2x 


i) | dx, x < D; 


ysinf x +1 


Q1. 


Q2. 


Оз. 


Testul 1 
Fie funcţiile f, g : R — D, f (x) = e* sin x, g (x) = ех cos x. Sá se arate са: 
a) f este primitivă a funcţiei f + g; 
b) g este primitivă a funcţiei g – f. 


(3 puncte) 
Se consideră funcţiile f, F:(0,+%)—R, f(x)- (= - 1) Inx si Е(х)- 
2 
= x (ax? - ах -х 5 - ». Sá se determine constantele a, Ъ є № astfel 


încât F să fie o primitivă a lui f pe (0, + œ). 


(3 puncte) 
Să se determine mulțimea primitivelor pentru f : D E, dacă: 
a) f(x) - (x - 12? (x +1), xe R; 
1 
b) f (x)= —5;—— -x4x,x» 1; 
( 9x? -1 
c) f(x)- x?e*, x c D. 
(3 puncte) 
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O1. 


O2. 


Оз. 


O1. 


O2. 


ОЗ. 


Testul 2 


2х +3, x20 
Să se arate cá funcția f : D 5 R, f(x) = admite primitive 
[..2 
х +6х +9, х<0 
pe R si sà se determine primitiva Е care verifică relaţia Е (0) + F (-3) = –4,5. 
(З рипсїе) 


Să se demonstreze în două moduri că funcţia f : (1, + oo) > D, f(x) = In(1+ nx) 
1 


este o primitivă a funcției g : (1, +œ) >R, g(x) = xU as) 
x(1+Inx 


(8 puncte) 


Sà se determine integralele nedefinite: 


x+2 
a) | ———- dx, x < D; 
|. 


b) | (+ 2)e*ax, x e D; 


c) | sin x cos x dx, Xek. 


(3 puncte) 


Testul 3 


Fie f, g:R D, f(x)= х2 +ax, g(x) = bxf(x). Să se determine a, bep 
pentru care functia g este o primitivă a functiei f. 
(3 puncte) 


(1- х)? :e *, x e (о, 1] 


Să se arate cà f: Ob, f (x) =) In? admite primitive 
n“ x 
š x e(l, +œ) 
x 
T е EN "€ . -2(е-8) 
pe D si să se determine primitiva F care verifică relația Е(е) + F(0) = as ` 
(8 puncte) 
Sà se calculeze: 
a) f (sin x + cos х)? dx, x < D; 
| 2, 
5) [г =®= tas, xe (-2. 2) 
4 – 25х 5 
с) dx, хє Ë z 
Í cost х 
(8 puncte) 
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II. INTEGRALA DEFINITĂ 
9 Diviziuni ale unui interval [a, b] 


Fie [a, b] un interval de numere reale, închis si mărginit (com- 


pact). 
** DEFINIȚII 
e Se numește diviziune a intervalului [a, b] un sistem finit de puncte 
A = (хо, ху, Хо, .... Xn- Хү) astfel încât a = xo < xy <... < X, 4 < Xn = b. 
e Punctele xo, Хү, ..., Xp se numesc puncte de diviziune sau nodurile 
diviziunii A, iar intervalele (хо, х, |, [xi. X2]; .... [Xn-1; хь] se numesc 


intervale de diviziune. 
e Sistemul de puncte &= (5, &,..., En) & e[n х], і=1 п 86 
numește sistem de puncte intermediare asociat diviziunii А. 


IF Exemplu 
» Se consideră intervalul (0, 1]. 


Sistemele finite de puncte: A, = (0, 1), A5 = Ë > J Аз = (o = > 2. J Aq = (o. Es 


4 
t L 23 e 1| sunt diviziuni ale intervalului (0, 1]. 
3234 
У 1 3 "m 15 7 : 7 : 
Sistemele £2| —, —| si 6 = | —, —, —,1| sunt sisteme de puncte intermediare 
2 5 6 12 12 


asociate diviziunilor A5, respectiv Аз. 


© OBSERVAȚII 
1.Ca mulţimi de puncte, diviziunile din exemplul dat au proprietatea 


A, C A5 C Аа C A4. 


2. Dacă A', A” sunt două diviziuni ale intervalului |a, b] si A' c A", se 


spune cà A" este mai fină decât A'. În acest sens, pentru exemplul 
de mai sus se poate spune са Ay este mai fină decât А,, As este mai 


fină decât A, și decât A5, iar A4 este mai fină decât A,, А», As. 
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< DEFINIȚIE 


° Fie A = (Xo, X1; Xo. ..., Xy, Xn ) O diviziune a intervalului (а, b]. 


Se numește norma diviziunii A cea mai mare dintre lungimile 
intervalelor de diviziune |Хо, xi], [xi. x5]. .... [х Xa]: 


def 
Se notează |A| = max (x, —x;i_)). 


Pentru — e din N est avem: 


Ii] -1 


Se observă са ud 221 la o dide mai finá, norma diviziunii 
se micsoreazá. 


<» DEFINIŢIE 
e Diviziunea А = (хо, Xj, Хо, ..., Xn- Xn) a intervalului [a, b] se nu- 
meste diviziune echidistantă dacă toate intervalele de diviziune 
| Хо, xi]. [X1 X2]; .... Хаа» Xn | au aceeași lungime. 
А b-a 
În acest caz, |A| = А 
п 
IF Exemple 
* Sistemul de puncte A = (0, 1, 2, ..., n —1, n) este diviziune echidistantă a 


intervalului [0, п] си norma 1. 


=, n. n 
* Diviziunile м -[o2. 2.3... 2 Шэн E n 23 sunt 


n n n n ол” ор” ən on 


diviziuni echidistante ale intervalului (0, 1] cu |A;| = 1 și | 2| = ehe 
n 


© Sume Riemann 


Fie [a, b] C P. un interval închis și mărginit și următoarele obiecte 


md 

a) funcția f :[a, b] > R; 

b) diviziunea A = (xo, Хү, X9. ..., Хь, X4) a intervalului [a, b]: 

c) sistemul de puncte intermediare & = (51, £5, ..., Én) asociat divi- 
ziunii A. 
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ciatà functiei f, 


ë, numărul real 


sistemului de puncte intermediare 


ematică • 11. Integrala definită 


Se numește sumă Riemann sau sumă integrală aso 


diviziunii A și 


° 
1 
Ол (1, 


5» DEFINIȚIE 
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Mulțimea de puncte din plan delimitată de curba y = f(x), аха Ox 
și dreptele x =a, x =b se numește subgraficul funcţiei f si se notează: 


Te = (x. y)er? |a<x<b,0<y<f(x)}. 


Se observă că suma Riemann asociată functiei f, diviziunii A şi 
sistemului de puncte intermediare ë reprezintă suma ariilor supra- 


fetelor dreptunghiulare cu baza (х; —x;i í) și înălțimea #(&;), 1<i<n, 
figura 1. Așadar, o, (f, 5) realizează o aproximare a ariei subgraficului 
Г; al funcţiei f. 


De asemenea, se poate observa intuitiv că dacă diviziunea A este 
mai fină, atunci aproximarea ariei subgraficului este „mai bună“. 


Integrabilitatea unei funcţii 
pe un interval [a, b | 


Fie а, єр si a< b. 


«e DEFINIŢII 


e Funcţia f:[a, b] 2 R se numește funcție integrabilă Riemann ре 
intervalul (а, b] sau funcție integrabilă pe intervalul [a, b], dacă 


există un număr real I astfel încât pentru orice șir (A, ) de diviziuni 


ale intervalului [a, b], A, = (ху) xis: хоо uw cu lim |А, | =0 
si orice sir de puncte intermediare &(") = (s. e. "E ds E 


x") < e) « x(. 1«i1«k,, пем şirul de sume integrale corespun- 
zàtor este convergent cátre I. 
e Numárul I se numeste integrala definitá sau integrala functiei f pe 
b 
intervalul [a, b], se noteazá cu [| s f(x)dx și se citește „integrală de 
la a la b din f(x)dx “. 
b 
Așadar, I= lim од (6 ER = | f(x)dx. 
noo ^? a 


e Simbolul | se numește semnul de integrare sau semnul integralei. 
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e Numerele a și b se numesc limite sau capete de integrare; a este 
limita de integrare inferioară, iar b este limita de integrare supe- 
rioară. 

* Intervalul [а, b] se numește interval de integrare. 


e Funcţia f se numește funcţia de integrat, iar x se numește variabila 
de integrare. 
Variabila de ялын poate fi notată cu orice literă. 


Astfel, [e x)dx = [e u)du = ЇГ t)dt etc. 


Variabila de integrare este independentă de capetele de integrare. 


Este incorect să se scrie | "f(a)da sau | ^f(b) db. 
a a 


© OBSERVAȚII 
b 
1. Numărul | f(x)dx este unic determinat, limita unui sir convergent 
a 
de numere reale fiind unică. 
2. Integrala definită a unei funcţii integrabile pe un interval [а, b] este 


un număr real, în timp ce integrala nedefinită a funcției f pe 
intervalul [a, b] este o mulţime de funcții (mulțimea primitivelor 


funcţiei f pe intervalul [a, b]). 

3. Dacă f:[a, b] > P. este o funcţie integrabilă, atunci, prin definiție 
ЇЕ f(x )dx = -[71( x)dx si f^ f( x)dx = 0 dacă a = b. 

4. Orice funcţie integrabilă pe intervalul [а, b] este mărginită. Așadar, 
există m, М e R astfel încât m < f (x) < M, V x e [a, b]. 
În consecință, dacă funcția f:[a, b| R nu este mărginită, 
atunci nu este integrabilă pe [a, b]. 


IF Exemplu 
1 
Р -, Xe (0, 1| . E ORDEN 
* Funcţia f:[0,1]] > R, f(x) -4x este funcţie nemărginită deoarece 
1 х-0 


lim f(x) = lim 1 _ +. Rezultă cà funcţia f nu este integrabilă pe (0, 1]. 
x—0 x>0 X 
x>0 x>0 


I% Exemplu de functie integrabilă 
* Fie f :[a, b] > D, f(x)=c o funcție constantă. Funcția f este integrabilă pe |a, b] 


și IMIGES - c(b- a). 
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n 


Într-adevăr, fie (Ад), An = (56 xP, 3: EUM x un sir oarecare de diviziuni 


ale intervalului [a, b], cu |Ад|-»0 si 7 un sir oarecare de puncte intermediare, cu 
proprietatea x) < ¿P <x, i=], kp. Atunci OA. \ & Se >: E Js" mp | = 


=c. [к -x9 |=с(ъ-а). Rezultă са şirul o, (6 m este convergent si 


lim o4, (f, 89) = с(ъ-а) = [t(x)ax 
În concluzie, orice funcţie constantă pe intervalul [a. b] este integrabilă pe 

intervalul [а, b] si [сах = c(b- a). 

IF Exemplu de funcție care nu este integrabilă 

1, хє(0,1 nQ 

0, x € [0, 1] o (R \ ©) 


Arătăm că funcția f nu este integrabilă pe (0, 1]. 


+ Fie f :[0,1] > D, f(x) = | (functia lui Dirichlet). 


Fie A, -(о. “S bed 1) o diviziune a intervalului [0,1] cu |A,| EER 
nn n Inno 

Alegem douá sisteme de puncte intermediare astfel: 

E = (51, 50, ..., En), & e ЕЗ ijae, pentru care f (éi) = 1, i=1, n; 


paja. Pa | & e |2, Lon NO, pentru саге n E 0,і=1 п. 


Avem ол (f, £) = >) (xi -xi3)- Чин, "E si — 
SA, (5.8) )-Xt(&)G -x)= огоз. зе). з ЕНШЕ 
1-1 n ori 


Deoarece cele două limite sunt diferite, rezultă că funcția f nu este integrabilă pe (0, 1]. 


Un rezultat important pentru a construi sau a demonstra că o 
funcţie este integrabilă pornind de la o funcţie integrabilă cunoscută 
este următorul: 
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IF Exemplu 
1, x e[0, 1) 


0,х-1 
Să analizăm integrabilitatea funcţiei g pe intervalul [0,1]. Pentru aceasta 
considerăm funcţia f :[0, 1] > R, f(x)- 1 v x e[0, 1]. Funcţia f este integrabilă pe (0, 1], 


+ Fie funcția g: [0,1] > D, g(x) = | 


find functie сопзїапїа si | af (x)dx = | 14х =1(1-0)=1 (vezi exemplul de functie 


integrabilà). 
Se observă totodată că funcția g se obţine din f modificând valoarea acesteia in 
punctul x - 1. Prin urmare, aplicând teorema 1, funcţia g este integrabilă pe [0, 1] si 


[og GO dx 5 ЇЇНЭЭС: =1. 


© OBSERVAȚII 
1. Există funcţii integrabile care nu au primitive. 
Кё? Exemplu 
| | 1, хє(0,1) . bus E 
* Fie funcţia g:[0. 1] > D, g(x) = б p Funcţia g este funcţie integrabilă pe 
pxc 


intervalul (0, 1] asa cum s-a arătat mai sus, dar nu posedă primitive pe [0, 1], deoarece 


8((0, 1]) = (0. 1) «interval, (g nu are proprietatea lui Darboux pe (0, 1]). 


2. Există funcţii neintegrabile care au primitive. 


0” Exemplu 
1 2 1 
2xsi Я 1 I|N1O 
• Fie funcția f :[-1, 1] > R, f(x) = TEN x? "S x? ын 199 I 
0, х-0 
Se constată că funcţia f este пешаг ана pe [—1,1], deoarece luând șirul 
1 2 
Xy) Xp = »0, atunci șirul (f(x,)). f(x) = :sinz -242nz +7: 
(a). a = pata е k li отш А 


-cosn = 24/2пл + л are limita egală cu +o. 

În consecinţă, funcţia f nu este integrabilă pe intervalul [-1, 1]. 

1 
Totodată, se observă că funcţia F:|[-1,1]— R, F(x)- x эш соз Xe DIVIDI 
0, х-0 

este funcţie derivabilă pe [—1, 1] si Е(х)- х). V x e [-1, 1]. 

Așadar, funcția f admite primitive pe intervalul |-1, 1], dar nu este integrabilă pe 
intervalul [-1, 1]. 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 


Е1. Să se calculeze și să se interpre- 
teze grafic sumele Riemann asoci- 
ate funcţiilor f în următoarele ca- 
zuri: 

a) f:[0, 2] > R, f(x) = x. 


Аё (2222) ET (0.1.5.2); 
2 2 4 


b) f :[-1, 1] > R, f(x) = 2x + 3, 


с) f :[-1, 2] > R, f(x) = x? +1, 


Az -1,0,1,3,2 , 
22 


Să se calculeze S, = сл, (ғ, gt) si 


L = lim б,, în cazurile: 


а) f(x) = x, ge» -(o. 2.2... 22); 
nn n 

b) f(x) = 2x +1, 

49 - (2,2... 81i; 

nn n 

c) f (x) = х2 + x, 

9 -[о,2,2, an 
n 

d) f(x) = xŠ, go (2.8... 82a) 
nn n 


ЕЗ. Se consideră funcţia f : [0, 1] — p, 
1 1 : 3, x c[0, 1 
& = [21 52]: «9-l it 3 Sà se arate са: 
d) ї:[0, 7] 2 R, f(x) = /x, a) f nu are primitive pe (0, 1]; 
Az 0,1,2,3,5,7 , 
( ) b) f este integrabilà pe (0, 1] si sà 
£ = 1 1 9 4 25 1 
аата)" se calculeze fa fdz. 
E4. Se consideră funcția f :[O, 1] > p, 
E2. Fie funcția f :[0, 1| — D, șirul de divi- 
M | | -1, xe[0,1]ne 
ziuni (A) ale intervalului [0, 1] f (x)= : 
1, xe[0, J Dp N@ 
1 2 п-1 NE 
Án = (o. x m ° 1) Si sis- Să se arate că: 
п a) f nu are primitive pe (0, 1]; 
temele de puncte intermediare t. b) f nu este integrabilă pe [0, 1]. 
APROFUNDARE 
Al. Să se calculeze sumele Riemann 1 
сл, (f, 8) în cazurile: b) f: E 1 2 0, f(x)- 1082 х, 


a) f : [0, z] > R, f(x) = sin x, 


a -(o. Ы сн em а). 
47274 

pem m анал 
“(678737 6/ 
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A2. 


A4. 


Fie f, :[O, 1] — p, f, (2) -in(x« 1). 
n 
"e 1 ЛИШ" 
neN și A - (o, 2” | o diviziune 


a intervalului (0, 1]. 54 se deter- 

mine o > О astfel încât pentru sis- 

temul de puncte intermediare ë = 
1 


1 
= Ё — 0, = + | sà existe egalita- 
2 2 


tea сл (fi, 8) - o, (6, 8) = In 


. Să se arate că funcţiile f: D > R 


nu sunt integrabile pe D, 4аса: 


= хє[0, 2), 


a) f(x) = 4 х2 _ 
3, x=2 
In x, 0,1 
Ë său 
1 
c) f(x) = 29-x', xe(-3,3). 
1, x e(-3, 3) 


Se consideră funcţia f : [-1, 1] > p, 


2xcos 1: + 
f(x)- x? 

0, х-0 
a) Sà se агаїе са functia f пи este 
integrabilă pe |-1, 1]. 


. 1 
—Sin —, x 0 
x . 


A5. 


A6. 


A7. 


b) Este F :[-1, 1] > R, 
x? cos с х+0 

Е (х) = x? 

0, х-0 

o primitivă a funcţiei f? 


Se consideră funcţia f : b Б, 
4 
+8, 
f(x) = s me © . 
103?2-1,xep ^ Q 


Să se determine а є D. astfel încât 
funcția f să fie integrabilă pe [0, 1]. 


Fie funcția f:[a, b| > R, integra- 
bilá pe [a, b]. astfel incát existá 


ceR cu proprietatea cá pentru 
orice interval (o, В) c [а, b], există 


&e(a, B) pentru care #(&) = с. Să 


se arate cá Ї f(x)dx = e(b - a). 


Fie funcţia f : |a, b] > R astfel încât 
(а, B) с [а, b]. 
există punctele Ё, 2" є (о, В) 
proprietatea # (5) = 2 si f(E")-3. 
Sà se arate са f nu este funcţie 
integrabilă pe (а, b]. 


în orice interval 


cu 


9 Integrabilitatea functiilor continue 


Se stie са orice functie integrabilà pe ип interval [a,b] este 


functie màrginità. Reciproca acestei afirmatii este o propozitie falsà 
(Exemplu: funcţia lui Dirichlet este mărginită dar nu este integrabilă pe 
nici un interval |a, b] с R). 


Pornind їпза de la functii màrginite pe un interval de forma 
[a. b]] CP. și adăugând condiţii suplimentare, se pot obține funcții 


integrabile pe [a, b]. 
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O astfel de posibilitate o oferă 
următorul criteriu de integrabilitate. 


Acest rezultat este un caz parti- 
cular al unui criteriu de integra- 
bilitate mai general numit criteriul lui 
Lebesgue. 


Эх, x e[-1 


1] 
(| Fie funcţia f:[-1 3] > R, f(x) -41-x, xe(L3). 
4, х-3 


Sà se arate са functia f este integrabilà pe intervalul |-1, 3]. 
Solutie 

Funcţia f este discontinuă în punctele x, =1, хо =2 si continuă în 
rest. Mulțimea valorilor funcției este Imf=|-2,2]|u(4). Conform 


teoremei lui Lebesgue, funcţia f este integrabilă pe intervalul |-1, 3]. 


Demonstraţie 

Funcţia f este continuă pe un interval închis și mărginit [a, b]. 

Conform teoremei lui Weierstrass funcţia f este mărginită. 
Mulțimea punctelor de discontinuitate pentru o funcţie continuă este 
mulțimea vidă, deci este o mulțime finită. 

Aplicând teorema lui Lebesgue rezultă că funcţia continuă f este 
integrabilă pe intervalul |a, b]. M 
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5x? -4x«l x e [-1, 1 
Sà se arate că functia f :[-1, 3] > R, f (x) = 5! ) 
logs(7x+2),x e |1, 3] 
este funcţie integrabilă pe intervalul [-1, 3]. 
Solutie 
Se observă cá funcţia f este continuă pe [-1, 1) (1, 3], fiind 
exprimată cu ajutorul unor operaţii cu funcţii continue. Totodată, 
lim f(x) =2 = limf(x), deci limf(x)-2-f(2). Așadar funcţia f este 
220 2 xol 
x« х» 


continuă pe [-1, 3] si conform teoremei 3, rezultă са f este integrabilă 


pe intervalul [—1, 3]. 
EXERCIŢII SI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Sá se arate că următoarele funcţii | E2. Să se studieze dacă următoarele 
sunt integrabile pe domeniul de funcții sunt integrabile pe dome- 
definitie: niul de definitie: 
a) f :[-2, 2] — p, a) f:[-1, 5] > R, f(x) = 4x- 3; 
t(x) 3x «2, x e[-2. 1) b) ғ: [0, z] > R, 
x)= , А 
х? -2x +1, x < [1, 2] (x) sin 2x x e (0, x] 
f(x) = x C ХОЛД 
b) f :[-1, 2] > p, 2, x-0 
– vV3x + 4, хє |0, 2 t 
tx) da 1 i 1 x 94-23 ir f(x)- arem 
3x-2' i 133 Е 
e) f : 1, 3] > p, 3' 
дэгдэн x e[1, e - 1] d) f:[-1, 1] > R, 
x+2 хє(е-1,3 arcsin (x — 1) 1) 5 
Ї t(x)- xoi el), 
3, х-1 
e) f : [-2, 2] Ə p, f(x)-|x « 1]. 
= APROFUNDARE 
A1. Să se studieze integrabilitatea func- c) f: [- L 1] >R, 
tiilor: 
р 1 
а) Е:|-1,11- p, 1 - 


f (x) = = ° xs xz 0 


f(x)- max(x, 2-х); я n 


b) f :[-2, 2] ^ p, 
f(x)- min [x? -2, x); 
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A2. 


рі. 


Sà se studieze integrabilitatea func- 
tiilor: 
a) f :[-1, 1] > R, f (x) = [2x]: 


b) f :[0, 3] > R, f(x) = (x). 


x 
2 Е. х«|-5.0) 
2 ә 


2 
ј(х) = X +X 


In(x +2), х «о, " 


. Care dintre următoarele funcţii sunt A4. Să se studieze integrabilitatea func- 
integrabile: tiilor f si f of: 
a) f : [0, 1] — p, a) f :[-1, 1] > [-1. 1]. 
-l f 1 xeQ Ë 
r= ээн x', xe (0, 1]. (x)= сре" 
2 Ес? b) ғ: [0, 2] > [o, 2]. 
b) g:[-2, 2] > p, 
42, xe 
x, х| < 1 Ї(х)- : 
8(х)=1 , ; УЗ, xep LE 
Зх? + 2|x|, |х|> 1 
c) h : [-2, 3] 2 p, А5. Se consideră funcția Ї: D — R, 
J2-x-x sgn(x? - х), x c 
h 7—5, <1, (х) = 3 
(5)-1 m-a š sgn(-x?°-x),xeR\@ 
X, x 21 
Să se studieze integrabilitatea func- 
d) j: E 3| >R, tiei f pe intervalele |-1, 1|, respectiv 
[2, 3]. 
DEZVOLTARE 


Să se arate că orice funcţie monotonă Ё: Га, b] >R este integrabilă pe 


intervalul Га, b] Я 


© Formula lui Leibniz-Newton 


În cele prezentate până acum au fost întâlnite puţine funcţii 
integrabile a căror integrală definită să poată fi calculată folosind 
definiția integralei. 
Problema determinării integralei definite pornind de la definiție 
este foarte dificilă. De aceea, apare necesitatea găsirii unor metode 
accesibile de calcul al integralei definite pentru funcții integrabile pe un 
interval. 


| TEOREMA 4 (Formula lui Leibniz-Newton) 
Fie f:[a,b]— R o funcţie integrabilă pe [a. b] care admite pri- 


mitive pe |a, b]. Atunci pentru orice primitivă F a funcție f are loc 


egalitatea: 
[?г(х)ах - F(b)- F(a). 
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Demonstratie 
Fie (An ) ‚ А 


s = (х0. х). хі?) к un sir de diviziuni ale 


k,-1* kn 
intervalului [a, b]. astfel încât lim |A, | = 0. 
п 00 
Aplicând teorema lui Lagrange funcţiei Е pe fiecare interval 
[x0 х0 | і=1, К, se găsește em e (xt. xp) cu proprietatea 
(K) r (Kte) =r (£9) (9 а) ЭЛЭГ 12 


Prin urmare, sirul sumelor Riemann asociat functiei f, sirului de 
diviziuni (A, ) ale intervalului [a, b] și șirului de puncte intermediare 


ala) are termenul general: 
ka (1) ka 
(n)) — (n) (n) 08) (n)) p(x())|. 
a ee) Se) pue eje 
-F(b)-F(a), VneN. 
Deoarece funcţia f este integrabilă pe (а, b], rezultă са NI (х)ах = 


= limo, (£ aa =F(b)-F(a), ceea ce trebuia demonstrat. Ш 


n-—»o0 


Precizare 
Scrierea F(b)- F(a) din formula lui Leibniz-Newton se înlocuiește 


frecvent cu relatia F(x) E si se citeste ,F(x) luat intre a si b“. 


Folosind formula lui Leibniz-Newton, sá se calculeze urmátoarele 
integrale: 
2132 . 1 1l . 
a) n (3x -2x +1)ах; b) aru 
T 
POE x 2 X-«l 
с) |2512 — dx; d) [= ——— dx. 
E 2 lo 4-х2 +16 
Soluttie 


a) Funcţia f:[L 2] 2 R, f (x) = 3x? -2x+1 este funcţie continuă, 
deci este funcţie integrabilă pe intervalul [1, 2]. O primitivă a funcției f 


este funcția F:[1 2] > D, F(x) = x? _x2 +x. 
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Rezultă cà [^ (3х2 -2x +1)ax = BO), “Е(2)-Е(1)-5. 


b) Funcţia f:[-1, 1] 2 D, f(x)- х. 5 este funcţie integrabilă pe 
x 


intervalul [-1, 1] deoarece este funcţie continuă. 


Mulțimea primitivelor funcţiei f este | dx = 1.1 Хэ tT. 
x?-9 2-3 |х-3 
7 T l, x-3 "S 
Alegând primitiva F(x) = a =], rezultă că: 
1 
[25а =| ад =” -3ву-н2|) шар 
dx*-9 6 ix«3l/|, 61 2 6 4 


c) Functia f: С z| > R, f(x) = sin? 2 este integrabilă pe С z| 
deoarece este funcţie continuă. 


2x l-cosx 


Folosind formula trigonometrică sin SC ЛЖ rezultáà cá 
| эш 7 —dx = [ах dx = z(f1dx - [cosxax)- z (x sinx)+ €. 


Alegând primitiva F(x) = E - sinx), atunci: 


5 т 
| вш? ax = l(x.sinx) 5 
0 2 2 


х-1 
d) Funcţia Г:10,2|- R, х)------- este funcţie integrabilă pe 
N16 — x? 


[О, 2] deoarece este funcţie continuă. Multimea primitivelor ei este: 


х-1 х 1 х 
dx = dx + 4Х--4116 x? + arcsin — + €. 
лг х2 = == 4 


Alegând primitiva F(x) = -N16 - x? + arcsin т, avem: 


2 
х-1 2 ^ z) 
=| —/16—х°^ + arcsin — 

j. 416- х2 а-| 4 0 


-(-416 + arcsin0) = -24/3 + 4. 


= |12 + arcsin z) - 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


El. 


E2. 


Al. 


A2. 


EXERSARE 


Să se calculeze integralele definite 
folosind formula lui Leibniz-Newton: 


a) | (ва? -4х- 2) дх: 
5) | (2х° + 3х2 — 6x) dx; 
c) jaa - 2х)? dx; 
d) [ss [== _ Ve?) х: 

в4 
regu) 


“З 1 
Jo x2+9 
243 1 
8 Í x? + 36 
ZEN 


Sá se calculeze urmátoarele integrale: 


dx; 


T 
a) [e cos x dx; 


л 
b) [3 sin x dx; 
6 


dx; E3. 


T 
c) | 2 2 sin Ž сов > dx; 
0 2 2 


л 
i 1 
4 . 
4) ЇЕ . 2X zot: 
esin” 2 cos” > 


e) I^ (cos? 3x + sin? 3x) dx; 
f) t - 2 sin? z) dx; 


1 


2 


—dx; 
9 1— sin“ x 


g) [2 
h) [tgx dx. 


Să se calculeze următoarele integrale: 


a) | e a 
EN 8-х 


APROFUNDARE 


Să se calculeze integralele folosind 
formula lui Leibniz-Newton: 


1-1 
urs 
1 
) лт = 
19:35 
48 
c) [8 —————@х; 


1 
ы уш 


Să se verifice egalitátile: 
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АЗ. Să se verifice egalitățile: 4) | е dx dz- Z. 
43 2 14 ! xJ4 - In? x 6' 
a) |, 2хү/х7-14х---, Т 3 
3 e) [7 - ахах = >. 
lx 4 
3 
b) Їс х\Ө - x2 dx = 9; A4. Viteza unui punct material variază 
în funcție de timp după legea v (t) = 
л 
с) | 2 cos x /sin хах = 2, = 0,0143 (m/s). Ce drum parcurge 


punctul în 10 secunde? 


© Proprietăţi ale integralei definite 


Având în vedere definiţia funcţiei integrabile pe un interval [a, b| 
și operațiile cu șiruri convergente, se pot deduce câteva proprietăţi ale 
funcțiilor integrabile și ale integralei definite. 


P1. Proprietatea de liniaritate a integralei 


Demonstrație (extindere) 


a) Fie şirul (An), An = (56, ал x | un sir de diviziuni 


ale intervalului [a, b] cu lim |A,|= 0 si E” e Ë. сыр 1-1, k,, puncte 
п 20 
intermediare. 
k 


Avem: o, [f +g 1?) = Pt «ea (x9 -x)= у  "|х2-х + 


i=1 i= 


3 (2 [0 - xl") = SA, (£ 89] + GA, (s B 
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Deoarece funcţiile f și g sunt integrabile pe [a,b] rezultă că 
(n) [Pb cai (0)|-(9 
lim ба, (£ E ) = f, f(x)dx şi lim ба, (8, E ) = n g(x)dx. 
Folosind operaţiile cu  siruri convergente se deduce са 
lim ба, (f +g, a = f? f(x)dx + [°в(х)ах, ceea ce arată că funcţia 
f+ g este integrabilă pe [а, b] și are loc egalitatea: 
b b b 
|, (£+8)()ax = | f(x)dx « | g(x)dx. 
b) Analog se deduce că funcţia kf este integrabilă pe |a, b] si 
b b 
| (kf)(x)dx = kÍ f(x)dx. M 


© OBSERVAȚII 
1. Afirmatiile teoremei pot fi restructurate astfel: 
Dacă f, g :[a, b] > D sunt funcţii integrabile pe [a. b] si ki, k, < P, 


atunci funcția k/f +k>g este integrabilă pe intervalul [a.b] si 
b b b 
|, (kf + kog)(x)dx = ku], f(x)dx+k,| g(x)dx. 


2. Dacă neN si kj, ko,..., kp € E, iar f;:[a, b] 5 &. sunt n funcţii 


integrabile pe intervalul [a, b]. atunci: 


[Xs (x) ax - Ук, | (x)dx. 


1. Sà se calculeze MES -4х- 2 | х. 
Solutie 
Avem: | (8 -4х + 2)ах = | Зх?ах _ [ах ах + [д dx = 


2 2 


3x? 
3 


-3| х2ах-4| xax+ 2” dx = au +2-x|2 ex |“ - 


-1 


-1 


-9х2 | гэх -(8-1)-2(4-1)-2(2-1)-9. 
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k 2. Să se determine a e D astfel încât | ` (6x -5)dx =2. 


Solutie 
Avem: [| (6x-5)ax -6| xdax-5[| dx = Зх? F -5х |, = За? – ба. 


Din condiția 3a? -5a =2 se obtine a e E 2). 


Р2. Proprietatea de aditivitate la interval а integralei 
Punerea problemei: 
4х-1, x e[-3,0] 
Se consideră funcţia f:[-3, 1] > №, f(x)-1 1 , func- 


‚хє [0,1 
x2 +1 4 


tie continuă pe intervalul [-3. 1]. 
Se ridică următoarea problemă: 


„Cum se calculează integrala [ (x)dx 2“. 


* Un procedeu de calcul ar fi să se determine o primitivă a funcţiei 
f pe intervalul |-3, 1| și apoi să se aplice formula Leibniz-Newton (temă). 

* Alt procedeu de calcul va fi dat de următoarea proprietate a inte- 
gralei definite a unei funcții integrabile. 


Funcţia f considerată mai sus este continuă pe intervalele |-3, 0] 
si [0, 1], deci este integrabilă pe aceste intervale. Aplicând teorema 6 se 


obtine (^ f(x)dx = | ^ f(x)dx + | f(x)dx. 
Rezultà cà J! f(x)dx = (ae +1)ах + | — — dx = (2х2 өх), + 
- = х“ + - 


+агсіях |g --15 t 
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x+], x e [-1, 0] 


1. Fie f:|-1, 1| —> R, f(x)= . Să se arate că 
| l (x) pus x e (0, 1] 


funcţia f este integrabilă pe [-1, 1] și să se calculeze jt (x) dx. 


Solutie 

Restrictia funcţiei f la intervalul [-1, О] este integrabilă fiind o 
0 
2 


2 
funcţie continuă si | f(x)dx = NC +1)dx = J 


-1 
Pentru a demonstra integrabilitatea funcţiei f pe intervalul [0, 1] 
definim funcţia g:[0, 1] > D, g(x)= x? - Vx. 


Deoarece g este functie continuà pe [0, 1], ea este integrabilă pe 
1 
3 
21 1 х 2 1 2 1 
[О, 1] 51 INEST: = he -Vx dx = 5-2 3 = — = — = ——. 
0 


Se observă că f(x)=g(x), V x e (0,1]. Aplicând teorema 1 pentru 


funcţiile f si g, se deduce că funcţia f este integrabilă pe intervalul [0, 1] 
ИНГЭ! 1 1 AE | pis 
si IN: (х)ах = [8 (х) dx 21 Aplicând proprietatea de aditivitate la 


interval, rezultă că funcția f este integrabilă pe intervalul [-1,1] și 
integrala sa este: 


[f(x)dx = [°г(х)ах+ | f(x)dx -3 


2. Fie funcţia f:[-1, 2] 2 R, f(x) = 2 -Х| Să se arate са f este 


2 
funcție integrabilă pe intervalul [-1, 2] si să se calculeze m (х)ах. 
Solutie 

Funcţia f este funcție continuă pe intervalul [-1, 2] (operaţii cu func- 
tii continue) si prin urmare este funcţie integrabilă pe intervalul |-1, 2]. 
Legea de corespondenţă a funcției f se scrie sub forma: 
x? - x, x e |-1, o]u[L 2] 
f(x)- 1 
x-x?, x e (0, 1) 
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Din proprietatea de ereditate rezultă că funcția f este integrabilă 
pe intervalele [-1, 0], [0, 1] și [1. 2]. 
Aplicând proprietatea de aditivitate la interval a intere se obtine: 
2 o 
| f(x)dax=f f(x ах + [ar x)dx + [^f( x)dx = ЇЕ | -x)dx+ 


0 1 
+| (х-х2)ах-| (2 -x)dx 45-5 Ë: 45-5 1 45-5 


РЗ. Proprietatea de monotonie a integralei 


2 
11 


6 
1 


Demonstratie (extindere) 


a) Fie şirul (^4), An = |. хє. 2 x un sir de diviziuni 
ale intervalului [а, b]. cu lim [As] = 0, iar en) =. em. шаг . e 2 


QUI Е x i-l k,, un sistem de puncte intermediare. Atunci 


kn 

GA, ma )-У4( Л хіп )-х )в0. vneN (s-a folosit cà f(x) > 0, 
i=1 

v x e[a. b]). 


Deoarece toti termenii sirului [° 27 (r , Ө) sunt pozitivi, iar sirul 


b 
este convergent, atunci si limita sa este pozitivà, adicà | : f(x)dx > 0. 


b) Definim funcţia auxiliară h:[a, b]— R, h=g-f. Din proprie- 
tatea de liniaritate a integralei rezultà cà functia h este integrabilà pe 


[a, b], iar din proprietatea de pozitivitate rezultă са f. "h( (x)dx > 0. 
b 
Asadar, |; [g(x)-f (x)]dx2 O, relatie din care se obtine jn x)dx < 


b 
< Î, g(x)dx și proprietatea de monotonie a integralei este demons- 


trată. Ш 
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Pyoblemå a 


Id ба se demonstreze inegalitatea | у(х +1)ах > f кес: Їага а 
x+ 


calcula integralele. 
Solutie 
Fie f, 5: [0, e] > R, f(x) = In(x*1) si g(x)- Е 


x+1 


Vom demonstra că f(x)> g(x), V x e[O. е]. 
Definim funcţia h :[0, e] 2 R, h(x) = f(x)- g(x). funcție derivabilă 
mE QN 
(xd) 

Se observă са h'(x)2 0, V x e [0, е], ceea ce arată са funcţia h este 
crescătoare pe intervalul [0, е] si 0=Һ(0) < Һ(х) < Һ(е), v x e[O. e]. 


pe [0, e], cu h'(x)- 


Așadar, h(x)2 0, v x e[0, e]. adică In(x+1)> 20 V x є[0, e]. Aplicând 
X+ 


proprietatea de monotonie a integralei, se obține că f (х +1)ах > 


> [та 


Demonstratie 

Intr-adevàr, aplicand proprietatea de 
monotonie a integralei pentru functia f si 
functiile constante m si M pe intervalul 


[a, b] se obtine: 
|. mdx < Ї! x)dx« [° Мах, relatii din 


care rezultă шевашаше din enunt. 
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Potlemă aegolealăi 
Să se demonstreze inegalitatea 1 < [е^ dx < e. 
Solutie 

Funcţia f:[0. 1] 2 R, f(x)- e* este integrabilà pe (0,1| fiind 
funcţie continuă. Să determinăm m, M є E, valorile extreme ale funcției 
f pe intervalul [0, 1]. Deoarece f'(x)= 2xe > 0, V x e [0.1], rezultá cà 
funcția f este crescătoare pe [0, 1]. Așadar m =f(0)=1 si М = f(1)- e. 
Aplicând proprietatea de medie se obține 1(1-0) < N: (x)dx <e(1-0) si 
problema este rezolvată. 
| CONSECINTA 3 (modulul integralei) 

Fie f:[a, b] — o funcţie continuă. Atunci funcţia |f| este funcţie 


integrabilă pe intervalul [а, b] și are loc inegalitatea: 


| f(x)dx < [| r (x) dx. 


Demonstratie 
Din ipoteza cà f este funcție continuă pe [а, b], rezultă са |f| este 


funcție continuă pe [a. b], deci integrabilă pe [a, b]. Din proprietăţile 


modulului, avem са (х) < f(x) < If (х), vxe[a.b] și aplicând 


monotonia integralei se obține -| ух < НЭТ: < |” t) dx. 


Asadar, [?г(х)ах < [ (ах. m 


22221723 +eyofea dG, 
Fie f:[a, b] > P. o funcţie integrabilă pe intervalul |a, b]. Dacă 


f] < M, atunci [e (ax 


<M(b-a). 


Solutie 
Din consecinta 3 si proprietatea de monotonie a integralei se obtine: 


[?г(х)ах|< [? (хах < | Max = M(b-a). 
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© OBSERVAȚII 
1. Consecința З este valabilă si pentru funcții integrabile oarecare. 
2. Reciproca acestei consecinţe este falsă. 


Dacă funcţia |f| este integrabilă pe [a, b] nu rezultă întotdeauna că 


funcția f este integrabilă pe [a, b]. 


Кё? Exemplu 
1, O 
* Fie f :[a. b] o R, f(x) = t Л ши Lo Funcţia f nu este integrabilă pe [a, b]. 


Avem însă Ir (x) -lvxe[a.b] si ca urmare |f| este integrabilă pe intervalul [a. b] 
fiind funcţie continuă. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
Е1. Să se arate că următoarele funcții | E3. Folosind proprietatea de monotonie 
sunt integrabile și să se calculeze a integralei, să se arate că: 
integralele lor: 1(_2 1 " 
a) £:[-1, 2] > p, a) | ( -Sx)dx «| (2-2х)48х: 
t (x) 2x43, xe[-1 1] EH 2 3 
х)- ; х- х- : 
-3x° +1, x e (1, 2] b) 1, x 19822, xig МА, 
b) f :[0, 3] > p, 
3 3 
1 , xc[o,2) c) |, Ух+1ах> f1(x-1)dx: 
#(х) х I 4 ; 
saca x є [2, 3] qj n(1+x Jax < [o dx. 


9:4-2- 5n tœ- 


d) f:[-2, 2] > p, f(x) - x? 


E4. Fàrà a calcula integralele, sà se 
| агаїе cà: 


3 
a) -15 < f „(2х + 1)dx < 35; 
E2. Fără a calcula integralele, să se 


arate că: b) O < [2(1+ 2х - 3x?) ax «5; 
a) [2 six dx > 0; j 
0 2+cosx с)-2<[%®* а <-1; 

b) | (2x - x? e “ах > 0; ! = 
3 
d з © dx< 4; 
с) ja 355 ax dx « 0; E ЕЕ 2 is 
a) | ` (x? - 3x? - 9x - 5) dx < o. e) уз < [7 S ar< ув. 
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A1. 


A4. 


APROFUNDARE 


Sá se arate cá urmátoarele functii 
sunt integrabile si sá se calculeze 
integralele acestora: 


a) f:|-L 3] >R, f(x) = max (x^, х+2); 
b) є:[о, е?|— p, 
0, x=0 
f(x) Ч min[x—e, m), x e(0, er 
x 
c) f:[0, 3] >R, f(x) = x - 1 - 2x - 4; 
d) f :[-3, 1] > R, £(x)- |х? эх. 


. Sà se агаїе cà urmàtoarele functii 


sunt integrabile si sà se calculeze 
integralele acestora: 


a) f : [-1, 2] > R, f(x) = [x + 2]; 

b) f :[0, 1] > p, f(x) -[x42 |: 

с) f:[1, 4] > R, f(x) = [x] - 2x: 
x-[x] . 

2x «1-[x] 

e) f :[0, 3] > p, f(x) = x[x] -[x - 2]. 


d) f:[0, 2] > p, f(x) = 


. Folosind proprietatea de monoto- 


nie a integralei, sá se arate cá: 


a) | Сэ » [iși e* dx; 


с) | e * dx « f. шороо 
4) J: Inx ах || x^ -1 ак; 


е) [0+0 (к +) ax > f o arctg хах; 


3 (х+1) з 2 
9 |, а dx > fi Succ 


dx. 


Sà se arate cà: 


1 1 
a) 2/e < | e= ax «fe ax <1+e; 


b) e pes: 


A6. 


A7. 


A9. 
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шү 1 1. 
0 2:x-x? 


T 
d -(з-208Х ax. 
9 0 1+cosx 6 


. Să se demonstreze inegalitátile: 


2n 
1 x ES 
O < < Si sà se cal- 
01+x 20-1 
1 2n 
culeze lim [ 
noo^014x 


Se considerá integralele: 


1 xh : 
x roe us = 

1 х" 
ЕГЕ 


Sà se arate са: 
a) L. > J,, V n e №; 


b) 0-1, < 1 , Уп є \№; 
п +1 
c) lim J, = 0. 
1100 


Sá se compare: 


a) ЇЇ, dx si IN E 


— dx; 
x 


2 
b) ЇР cos х dx si ЇР 5 


с) [2 x arctg x dx si 


ia In (1 + x?) dx. 


. Fie şirul (Lj), 1, = је ш(1 + x?) áx : 


a) Să se arate că șirul (I,) este mo- 
noton și mărginit. 


b) Să se arate cá I, < улем, 


si să se calculeze lim I,. 
по 


T 
Fie sirul (I,), I, - | 2 sin” x dx. 


a) Sà se calculeze L, 1, si L. 
b) Sá se arate că șirul (L) este 
monoton si mărginit. 
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A10. Se consideră funcţiile continue А11. Fie f: (0, 1| >R funcţie integrabilă 
f, g:[a, b] 2 D. Sá se arate са 


(К t(x) g(x)dx) < 


ре [0,1] si 1, = [оха (x) dx. Dacá 


* P 
a, = An? +n - Jn? +1, п є М, sà se 


b b 
< Í f? (x) dx | g? (x) dx. calculeze lim a,I,. 
a a по 
(inegalitatea ші Cauchy-Buniakovski- (Admitere ASE București, 2003) 
Schwarz). 
DEZVOLTARE 


D1. Fie f, g:[a, b] ^ D, funcţii continue. | b 2 | ГЭЕ" 
à < f“ (x)dx + x) dx. 
Să se arate că: j. ( ) INE: ( ) 
a) functiile min (f, g) si max (f, g) (Inegalitatea lui Minkowski) 


sunt integrabile pe (а, b]; D3. Fie f, g:[a, b] ^, funcții monotone. 


b) f А min (f (x), g (z)) dx < а) Раса f si g au aceeasi monotonie, 


< min( f ^£(x) x. | g(z)a); atunci | f(x)g(x)dx> 


c) | max(t(x). g(x))dx > s p allt ax (fans. 


b) Dacá f si g au monotonii diferite, 
b b 
> max ( [^ £ (x) dx. ea). atunci f "f(x)g(x)dx < 


IA 


Ç 42 " 1 b b 
D2. Dacă ишеше f, g : [a, h] >R sunt = (f. г(х) ах) Í. g (х) ах) : 
continue, să se arate са: (Inegalitàtile lui Cebásev) 


UNITS + g(x)f dx < 


Testul 1 


O1. Fie funcţia f:[0, 1]2 R, #(х) = х2 + 2х si м -(o >. 2... 8 tua) o 
n'n n 


diviziune a intervalului (0, 1]. 


a) Sá se calculeze sumele Riemann S, = o, (f, 8) si S, =o, (f, 5), dacă 


TE 2 а) si z- з 2k-1 == 


n'n’ n 20” 2n' 2n 2n 


b) Să se calculeze lim S, si lim S,'. 
n-o по 


(4 рипсїе) 
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02. 


ОЗ. 


04. 


O1. 


02. 


ОЗ. 


04. 


а, x <1 
Fie f : R > R, f(x) = ex sn, 
,X2 


a) Sá se determine а є D pentru care funcţia admite primitive pe D. 


b) Sá se calculeze ЇР [xf" (x) * f'(x)] dx pentru „а“ determinat anterior. 


(3 puncte) 


Se consideră funcția f: — R, f(x) = x + x? - x| - 1 . Dacă 1- fata) dx, 
atunci: 
49 5 8 2 


a) 1=-——;b)1=—;c)1=—;d)I=-. 2 puncte 
) 1--6:5)1-6:91-4:41-4 (2 puncte) 


(Admitere ASE București, 1999, Facultatea de Comerţ) 


Căldura specifică a unui corp la temperatura t este egală cu c (t) = 0,2 + 
+ 0,001t. Ce căldură este necesară pentru a încălzi un gram din acest corp de 


la O°Cla 100°С? 


Testul 2 


Să se determine funcția f:R-—R,f(x)= ax? +bx+c,a,b,ceR, саге 
: ТУШЕТ " ; [1 7 
satisface condiţiile f'(1) = 8, f(2)+ f” (2) = 33 si j: f(x)dx = 3 


(3 puncte) 


1 
Să se determine a є (1, +œ) astfel încât ——. G х-1- x)e- 4. 
(L +o) [2 ae 


(2 puncte) 

В, х=0 23 

Se dă funcția f:[0,+%)—R,f(x)=: ə [1 0 Dacà I = [2 f(x) dx. 
x“. = | х» 2 

atunci: 

1 1 1 1 1 1 1 1 
a) I=1; b) I= + ; ç€@JI=——--—; d) I= + =. (8 puncte) 
) ) ЧЭ =) в! ©) 3/3 8 ) з/з 8 Р 


(Admitere ASE, Bucuresti, 1998, SELS) 


1-х, xe Q 
Se consideră funcția f : D > D, f(x)- 41 š 

=, xeR\Q 
x 
a) Să se arate cà f nu este integrabilă pe nici un interval Га, b] c p. 
b) Să se arate са fof are primitive si este integrabilă pentru oricare 
[а, b] c p. (1 punct) 


(Olimpiadă, faza locală) 
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9 Integrarea funcţiilor continue 


Anterior s-a stabilit că orice funcție continuă pe un interval este 
integrabilă pe acel interval. 

În continuare vor fi prezentate câteva rezultate proprii clasei de 
funcţii continue. 
| TEOREMA 9 (teorema de medie) 

Dacă f:[a, b] 2 D este funcţie continuă, atunci există ë e [a, b] 


1 [Prax =г(&). 


astfel încât 
b 


Demonstraţie 

Funcţia f, fiind funcţie continuă pe intervalul [a, b], este funcție 
mărginită și își atinge marginile (teorema lui Weierstrass). 

Fie m - inf (х e [а, b] si M-sup (х) є [а, ЫГ marginile 
funcţiei f pe intervalul [a, b], iar u, veļa, b], astfel încât m =f(u) si 
M=f(v). Deoarece m <f(x)<M pentru oricare хє|а, b], aplicând 


proprietatea de medie a integralei, se obțin relațiile m(b-a) < NI (x)dx < 


c 


€ M(b-a), care se mai scriu sub forma: f(u)= m < 


Ex |, £()ax < 
<M=f(v). 
Funcţia f este continuă pe intervalul [a, b], deci are proprietatea 


lui Darboux pe [a.b]. Rezultă că există &є[а,Ъ| astfel încât 


f (5) = Ë : f "f (x)dx și demonstraţia teoremei este încheiată. BI 
-а а 
> COMENTARII 
1. Numărul Г(5)- Fu X)dx se numește valoarea integrală 


medie a funcției f pe intervalul [а, b]. 


2. Interpretarea geometrică a teo- 
remei de medie 


Pentru o funcție f pozitivă pe intervalul | 


(ре 7 
[a, b], în condițiile teoremei de medie, există . x 
& e [a. b] astfel încât aria subgraficului Г; să 
fie egală cu aria suprafeței dreptunghiulare 5 4 2 : 
cu dimensiunile (b-a) si f(&), figura 1. 


Figura 1 


ХХ 


BE 


ТАА. 
cT 
x 
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Робота rezolvată 
Să se determine valoarea integrală medie și punctul 5 în care se 


obţine valoarea integrală medie pentru funcţiile: 


a) ffa УЗ |> p, f (x)= : : b) ED Ë R, f(x) - cosx, 


44 - x? 
Solutie 


a) Se aplicá teorema de medie functiei continue f pe intervalul 
Ë V2 1 Așadar, există ë e P 49 | astfel шсас 


49, 
1 T (fan). 


. X 
arcsin = 5 = 
yj V2-112 12 


Н 1 
l J4-x? 42-1 2 


Numărul ë se poate calcula din ecuaţia Г(5)- 


g- e ae(3-242) e[1, 2]. 


-l 1 


ив \/2, +1 si se obtine 
VD. 


b) Aplicând teorema de medie rezultă că există & є С z| astfel 


2 


încât f (£) = = [2 соѕхах = Z 


. Din ecuaţia #(&) = 2 respectiv cos& = = 
Tt Tt 


se obține ë = аео € С zl 
T 2 


m TEOREMA 10 (de existență a primitivelor unei funcții continue) 
Fie f :[a, b] — D, o funcţie continuă. Atunci funcţia F :[a, b] > R, 
F(x)= |. (oa V x ea, b] este o primitivă a funcţiei f, care se 
anulează în x =a. 


Demonstraţie 
Pentru a demonstra că F este primitivă a funcţiei f pe intervalul 


[а, b] se vor verifica următoarele proprietăţi: 
а) F este funcţie derivabilă pe [а, b]; 
b) F'(x)=f(x), V x e[a. b]. 
Funcţia F este derivabilă într-un punct хо є[а,Ъ]| dacă există 


limita lim 09-5(90) рх уер. 
хх X — Xo 
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Pentru a arăta acest lucru, fie x, xo e[a, b], x xo, хо fixat, dar 
oarecare. 


Avem: F(x)-F(x9)= |. f(9at- f7 f(t)at E [| f(9at« Ї (at = 
= Í. f(t)dt (proprietatea de aditivitate la interval), (1). 

Aplicând teorema de medie funcţiei f pe [xo, x] sau [x, xo], re- 
zultă că există £, între x si xo astfel încât [eat -f(&)(x-xo). (2). 


Е(х)-Е(хо) 


Din relatiile (1) si (2) se obtine 


= f(&). 


Rezultă cà F'(xo)= lim ЕСЕБИ = lim f(&;) = (хо) (éx este 


X—Xo X -Xo X>Xo 
între x si xo, iar funcţia f este continuă) și astfel, F este derivabilă în 
punctul xo e[a, b]. Aşadar, funcția F este derivabilă pe intervalul 


[a, b] si F'=f, deci F este o primitivă a funcţiei f pe intervalul [a, b]. 


Avem totodată, F(a)= [ f(t)dt=0. M 
a 


1. Fie F:D—D, Е(х)= | 


2 
оа Sà se calculeze F'(0), F'(1), F'(-2). 
+ 
Solutie 
t? 
Funcţia f: E, f(t)- m este continuă pe D, deci are 
+ 


primitive pe R. Fie G: P. — R o primitivă a funcţiei f. Aplicând formula 
lui Leibniz-Newton se obține: F(x) = G(x)- G(0). 


Rezultă cà F'(x) = С (х) = (х) = 5 , V xe. s 
X“ +1 x 4 
А Р (roat =f(x) 
Se găseşte F'(0)=1, F'(1)= Э? F'(-2)- ES 
: А х241 et 
2. Fie funcţia F:D— 0, F(x)=| -д 
1 «41 


a) Sà se calculeze F'(x), x €R. 
b) Sà se studieze monotonia functiei F. 
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Solutie 


a) Functia g: Ë x? + 1| > R, g(t) = , este continuă pe interva- 


e 
t? +1 
lul E x 4 1} deci admite primitive ре acest interval. Fie G o primitivà 


a functiei g pe intervalul Ë х? + 1]. Rezultà cà F(x)= a(z? + 1) -G(1) 


ех +! 


— EE 
рс +1) +1 

b) Studiind semnul funcției derivate Е’ a funcţiei F, rezultă са F 
este descrescătoare ре intervalul (—®, 0] si este crescătoare pe 


si Е(х)- 2x.G'[x2 +1) = 2x g(x? +1) =2х. 


intervalul [0, + о). 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
Е1. Să se determine valoarea integrală a) Să se calculeze F(x), Е(-2), Е(2). 
medie pentru functiile: b) Sá se studieze monotonia func- 
a) f: Z РГ ох f(x) = sin х; tiei F. 
6 4 
m E4. Fără a calcula integralele, să se 
b) f: Ë z| >R, f(x) = 3sinx + cos x; verifice egalitàtile: 
sin x " 4 й 
с) £:[3, 4] > D, f(x) = E А а) (7; агсѕіп t at) = x cos x; 
x“ 4 ; 
1 cos x 2 
d) Ё: 1-2, 0| > R, f(x)=——  [ 1-1 at] = 
| ] ( ) x? + 4x 4 6 [о 


--8ШХ-|8ШХ| 
E2. Să se determine punctul ғ în care 


2 Lă 
se realizează valoarea integrală с) | | * +4x a x «| E 
medie pentru functiile: 
a) f:[1, 4] > R, f(x) = х: = 2(х + 2)? sgn(x + 2); 
b) #:[0, 1] > R, f (x) = x? +2. : 
1011 (x) d) | гэсэн ш(2 + 3 cos? t) а) = 
ЕЗ. Se consideră funcţia F : R — R, | 1 

x р = In 5 

F (x) - f, e' (t? - 4)at. 1- x? 3x? +2 
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A1. 


A4. 


рі. 


. Sà se calculeze іт n2 Í 


APROFUNDARE 


Fie funcția f :[a, b] > D, continuă 
și strict monotonă. Să se arate că 
există un singur punct ¢ =[a, b], 


astfel încât jr) dx =(b-a)f(5). 


n4 x? +1 
x? +2 


no n 


1 


. Dacă I, = |: arctg (nx) dx, ne w° 


п+1 
si L = lim n (n « 1)I,, atunci: 
по 
а) L=0; b) L=“; 
4 
c) L =1; d) p. 


(Admitere ASE, Bucuresti, 2002) 


Sá se calculeze: 


a) lim 1 -f (1+2) ае; 
xo0sin^x "0 
2 

b) lim 5. | sin? tat; 


xo0x" +X 


AD. 


Аб. 


АТ. 


| In(1 « t + t?)at 
c) lim 
x20 [5 (1+ t?)at 


Sá se determine functiile continue 
f:D P. astfel încât: 


a) (o f(t)dt = x?, x e; 
b) fo f(t)at - t(t)at, x e D; 
c) 2f e'f(t)at = (7 f(t)dt, x e p. 


Fie f:R—R,f(x)=sgn(x). Să se stu- 
dieze derivabilitatea funcţiei 


g(x) = | 7 t(t)dt, хер. 


Sá se determine functiile continue 
f, g: 5 D care îndeplinesc simul- 
tan conditiile: 


Ї f(x)dx- g(b)- g(a) ч 


ЇГ xf(x)dx = bg (b) - ag (a), 
уа, Ъє Е. 


DEZVOLTARE 


Fie f, g : [а, b] > D, funcţii integra- 
bile. Dacă g(x)2 0, V xe[a, b] si 
m-inff si M = supf, să se arate 


că există ce|m, M] astfel încât: 


f t(Og(t)at =c. f ^ g(t)at. 


D2. 
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Fie f, g:[a, b] Ə D. Sá se arate cá 


dacá f este functie integrabilà si g 
este funcție monotonă, există 
c e [a, b] cu proprietatea că: 


| r). g(z)ax= g(a) °г(х)ах + 


+g (b) | ° £ (x) ax. 
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9 Metode de calcul pentru integrale definite 
8.1. Metoda integrării prin părți 


[i] TEOREMA 11 
Fie f, g:[a, b] 2 ID funcţii derivabile cu derivatele f' si g' conti- 


[2 (х) а(х) ах, (for- 


а 


: b ГА E 
nue. Atunci |. f (x)g'(x)dx = f (x)g(x)| 
mula integrării prin părți). 
Demonstratie 
Funcţia f.g este funcţie derivabilă pe intervalul |a, b]. fiind un 
produs de funcții derivabile si (fg) = Ро +fg'. Rezultă că funcţia fg este о 
primitivă a funcției fg + fg'. 
Aplicând formula lui Leibniz-Newton, se obține: 
Bez А b 
[ [Г (х)а(х)+[(х)а'(х)]ах = te) |, QJ. 
Din proprietatea de liniaritate a integralei și relaţia (1) rezultă са: 
b Lă b Lă = b . . 
|, trxz)g(x)ax+ | f(x)g (x)dax -f(x)-g(x)|;. egalitate din care 
se obtine relatia din enunt: 


fit) (x)dx = (х) (2-1 


"f'(x)g(x)dx. M 


a 


Ф 4 lii 
1. Să se calculeze următoarele integrale, utilizând metoda inte- 
grării prin părti: 


a) | xe*ax; b) |, mx dx; c) [| xcosx dx; 
d) [| vi + хах; e) [к 2 аах, f) ЇЕ 2 dx. 
0 5 4 COS x 
Solutie 


a) Alegând f(x) = x, g'(x)= e* se obţine f'(x)=1, g(x)-e*. 
Conform formulei integrării prin părți rezultă: 


2 2 2 2 2 
[| xe*dx = xe* Ë x e*dx - xe* Ë -8Ч, = (28 -е)-(е? -е) =е®. 
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b) Se alege f(x)-Inx si g'(x)=1. Se obţine f'(x)= 2 
x 

Aplicând metoda integrării prin părți avem: 

|, mxax=xImx|;- [| 19х-(е-0) )-x|i =e-(e-1)=1. 

c) Fie f(x)-x si g(x)-cosx. Avem f'(x)=1 și g(x)-sinx. Cu 
această alegere, aplicând metoda integrării prin părţi, se obține: 

| хсовхах = xsinx |^ -| sinx dx = О + соѕх | --1-1--2. 

0 0 0 0 

> COMENTARIU 

Dacă s-ar face alegerea f(x) = cosx, g'(x)- x, atunci metoda inte- 


T 
xa irt E : n x? 
grárii prin párti ar conduce la egalitatea |, хсовхах = 7-cosx + 
0 


ХЭ sin x dx. Se observă că integrala rezultată în membrul al doilea 


este mai complicată decât integrala iniţială. În astfel de situaţii se face 
o nouă alegere pentru funcţiile f si g'. 


d) Alegem f(x) -V1«-x? si g(x)=1. Rezultă că f'(x) = з si (х)-х 
1+ 


|x: — de 


41-х2 


шэн ах-42-1, x dx = J2 — [ex dx + 


оак, Lex?dx eln(x i ex?) 
-42-| 1+ х?ах + In(1+ 42). 
Așadar, fo + х?ах = 42 - [Le x?dx + m(1+ 22), relație din care 


se obţine 2| Vrex?dx = 2 +1а(1+ 2) 51 [ñ eak = 7 [42 +1щ(1+ v2]. 


> COMENTARIU 
Calculul acestei integrale putea fi рош amplificând radicalul cu 


1 1 
el insusi, obtinandu-se: [© NI + x2dx = fo Ltx’ 


TE 


Aplicánd integrarea prin párti se obtine: 


dg = RE 1-х24х-х41-х2 


1 


0 


-42-| 


1 


0 
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«f ai -----4х- | š (2) аә 


Din acest moment, prima integrală se calculează folosind formula 


— a= | 


lui Leibniz-Newton pentru primitiva F(x)= n(x + V1+ х2 ) iar cealaltá 
integrală se calculează prin metoda integrării prin părți, alegând f(x) = x, 


8(х)- — si ca urmare, f'(x)=1 si g(x)= J1+x2. 


1-х 


-Ї, Lex!dx- a -[ 14 x? dx. 


Se obtine: ЦЭС 1+х° 
Asadar, ЇЕ 1+х?ах = (1+ /2)+/2- [e 14 x?dx, deci | 1+х2ах = 
= 142 +0(1+4)]. 


[Г] TEMĂ DE PROIECT 


Să se verifice egalitátile (în condiţiile de existență): 


1. ЇЕ Va? + c?dx = [aa +с2 + с *°m[x + Va? + ce 7]: 


2. Ї, 22:12:23 2 |? =c2 - e (+028): 
3. Ї, „Че? — х®ах = 2 хүс? =x? + e? aresin | à 


e) Să amplificăm funcţia de integrat cu P — – 4. 


Аует J oxi -а —4dx- [se d e Е 
-ayaa =1, -4, (1). 
48 


Pentru calculul integralei I, se folosește metoda integrării prin părți, 


шэг гын 


x = 


Se obţine: 1 = LED 
х2- 


-2[ x -4dx -11-2| 2x x? — 4 dx. 


Se observá cá I, contine integrala de la care s-a pornit. 


alegánd f(x) - x? si (х) = | х? 4) : 

4 
48 
ыг 
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Înlocuind pe I, în relaţia (1) se obţine în final MESES -4dx- 2 


f) Pentru început, se scrie l= sin? х +соѕ? х si apoi se distribuie 
Dod comun la fiecare termen al numărătorului. Se obţine succesiv: 


dx = 


2 
аз else X + COS За хэн d ej 


E 5 
T cos* x i cost х A T cost y cos? x 


ME ‚Ж ку (2) 


x cos^ x 2 ex 
Pentru calculul integralei I; se aplicá metoda integrárii prin párti 
si se obtine: 


h = [авах (tgx) dx =tg°x |$ - 2| 2e (нах) dx = 348 -1- 21. 


4 4 4 
Rezultă că L = — (3). 


a 


3 1. 2 ¿6 dud. 
* cost x 


Din relaţiile (2) și (3) se obţine în final că | 


Ala 
C2 


2. Sà se găsească o formulă de recurenţă pentru șirul de integrale 


(Ij. L. = [2 2 sin” x dx, n e №. (Bacalaureat 2002, Sesiunea specială) 


Solutie 


x 
T 


л л 
Репіги п-0-531)-|24х-х x. 


Es 


Pentru n=1> | = [2 sin xax = —cosx|2 = 


Pentru n22 vom aplica metoda integrării prin părţi alegând 
f(x)2sin"!x și g'(x)=sinx. Rezultă cà f'(x) = (n-1)sin" 2 x.cosx, 
8(х)--совх, iar integrala 1, devine: 

л T 


LI. = – віп"! х.соѕх |2 +f2(n-1)-sin 


n-2 x. cos? x dx = 


T T 
= (n-1)[ 2sin*? x.cos? хах = (n- 1) | 2sin"? x - (1 - sin? x \dx = 
0 0 


= (n -1)[2sin*? хах - (n - 1) 2 sin” хах = (n - 1)L, o - (n - 1)I,. 
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Așadar, L, = (n-1)I, 5-(1-1Д,, relaţie din care se obține urmă- 


toarea formulă de recurenţă: L. = ur n eN, n >2 si 10 = 9 1-1. 
п 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Să se calculeze folosind integrarea || E3. Să se calculeze folosind integrarea 
prin părți: prin părți: 
5 
a) Í Ж xe?*dx; b) | 1 (2x - 1)e*dx; a) | Vx? + 4 dx; 
о 1) 1 
3 2” 1 
c) |, xin x dx; d) [х2 Im x dx; b) [o 16 - x dx; 


c) 1, Ух? - 5 dx; 


EN "In? xdx; о |; E ах, jp : 
а x Jx“ +1 dx. 
0 


E2. Sá se calculeze folosind integrarea 
prin pae ЕД. Sá se verifice egalitátile: 


1 x-2 Lol 
a) H х+1) sin x dx; a) Гохе dx E 
т ЛЭГ 1| 2 
b) f 8 x sin x ax; b) Їге amuza е2 +1 |; 
z — 
c) [6 sin? хах; с) [ (= + arcsin x) ах = шэн, 
3 
d) р X dx. d) | 22 m xax = 2 XE 
7 sin?x 
APROFUNDARE 
А1. Să se calculeze integralele: Je 
1 f) Í х logs x dx; 
a) Í. x?e*ldx; 1 
2 1 3 x? > 
b) IN x In? x dx; g [ol + x )е dx; 
e 
c) fo[x + Im(1+ x?) | ax: h) J: x" In x dx, n € N; 


d) fot(x- Vz? хавх: 


е) F sin (In x) dx; 


а xin(x + + 22) 
dx 


0 


i) | 


1+x2 
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A2. Să se calculeze integralele: 
л 
2 cos? . 
а) fà cos" x dx; 


b) [б x sin? 5а; 


1 
с) [2 x arcsin x dx; 


d) | garctg x ax; 
e) Í` x sin É . cos Í ах; 
-п 2 2 


1 " 
f [© earcsin хау, 


а [а 


0 ТРЕ 


s xcosz 


7 sin? x 


dx. 


A3. Sà se calculeze integralele: 
1xarct х d 
а) | EE 


41-х2 


larctgx |. 
b) | PEN 


c) | ax aretg dx? — ldz; 
Уз 
а) [2 3 arcsin x dx; 
(1-5) 
1 
е) f è aresin (2241 -x? | dx; 
КЕЗ 


Ч 


Xarccosx 


к) 


dx; 


8) | 3 (arcsin х) х. 


А4. Să se calculeze: 


a) [2" х |sin x| dx; 
» [be 


c) jr [m x|+ Їйл x] dx 


- х e*dx; 


AD. 


A6. 


A7. 


A9. 
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Sá se determine a » O astfel incát: 


a) [2 (зх - 2)e*-adx = 3; 
т 
b) 2 (x - ax): sinxdx = z + 8 - 3a?. 


Să se calculeze integralele: 


a) [5x8 = + 4 dx; 
b) [5х3 vx? +1 dx. 


Sà se calculeze urmatoarele inte- 
grale: 


a) f? Inx. g(x) dx, unde g:[1 2] o p, 
g(x)- max (x « 1, x? -1): 
b) [5 e*f (x)dx, unde 


#:[-1, 2] o p, f(x)- min (х, x?). 


1 
. Fie І, = [,x^e*dx. neN. Să se 


arate că: 
a) In +01, ;-e Y neN'; 
b) lim I, = 0. 


n> 


Se consideră șirul (I,), 


л 
= [2 cos? хах, п є №. 


а) Sà se calculeze Io, I}, Io. 

b) Sà se studieze monotonia sirului 
(In). 

c) Să se găsească o formulă de recu- 
rentá pentru I, folosind metoda 


integrării prin părți. 


A10.Fie șirul (1), I, = [o(1-22) dx nen 


a) Să se arate са 1,-(20-1)- 
-2n.Il,,VvVneN. 

b) Sá se determine formula terme- 
nului I,. 


Analiză matematică • Il. Integrala definită 


c) Să se arate că b) Folosind integrarea prin părți, 
1 1 сар sà se arate са: 
Е оо е +—С?2-...+ ca. 1 š 
3 5 2n+1 lac Hn no neEN. 
1 
A11.Se considerá sirul (Is). Ig = [oe "ax c) Sà se arate cà 
n! 1 1 1 . 
1 . = 
si I, = [pe "az, n e N : Ix = е (eai noua) ^ . 
a) Să se calculeze Io, 1, si I>. (Bacalaureat, 2002) 


8.2. Metoda schimbarii de variabilà 


8.2.1. Prima metodă de schimbare de variabilă 


Demonstraţie 
Funcţia f este continuă pe J, deci admite primitive pe J. Fie Fo 
primitivă a ei. Atunci funcţia Fou este o funcţie derivabilă pe |a, b] si 


(F ou) (x) = F'(u(x))- u(x) = f(u(x)-u (x). x e[a. b]. 


Rezultă са Fou este o primitivă pentru funcţia (f »u)-u'. Aplicând 


formula lui Leibniz-Newton, avem: [| t(u 9) -u'(x)dx = (Feu)(x) |: - 


- F(u(b))-F(u(a)). (D. 
Pe de altă parte, aplicând formula Leibniz-Newton pentru integrala 
din membrul drept al egalităţii din concluzie, rezultă: 


ү Фев -F(u(b))-F(u(a)), (2). 


si teorema este demonstrată. Ш 
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» COMENTARIU METODIC 
Prima formulă de schimbare de variabilă se aplică în mod practic astfel: 


u f 
° se identifică funcţiile [a, b] 3 J E; 
° se determină noile limite de integrare u(a) și u(b); 
, pu(b) 
* se calculeazá [+ f (t)dt. 
Functia u se numeste functia care schimbá variabila. 
1. Sá se calculeze: 


T 


a) [2sin? x cos x dx; b) [e 


dx; 
T 


c) [x -1)e* ах; d) [К бат то 
X +1 


Solutie 


a) Se considerá functia u: С d > [0, 1]. u(x) = sinx, derivabilă, 
cu (х) = cosx, хє С z| și u' continuă. Noile limite de integrare sunt 


u(0)=0, “(| -]. Funcţia f :[0,1] > R, f (t) = t? este funcţie continuă 


pe (0, 1]. În aceste condiţii integrala se scrie: 

T л ul Jv 4 1 
Ө used ped NC [hs t| _1 
| вш xcosxdx - [2u (x)u'(x)dx = [| f(t)dt=f t dt=— | = 


b) Se alege funcţia и:[0, 1] 5 [0, 1], u(x)= х”, funcţie derivabilă cu 


derivata u'(x) = 3x? xc [0, 1], funcţie continuă. 


Rezultă са u(0)=0,u(1)=1. Funcţia f:[0,1] —D,f(t)= 3 este 
+ 
funcție ш Aplicând prima formulă de schimbare de variabilă se 
obține: [: E duel шин dx = = ше (dt = 
01+ x9 3:91 u* (x) 
1 1m 
= —arctgt| -—.—. 
o 34 
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c) Se consideră funcţia и: [0, 2] > E 2| u(x)= x2 х. deri- 
vabilă si cu derivata u'(x)=2x —1, x e [0, 2], funcție continuă. Funcţia 
f: E: 2 >È, f(t) =et este continuă pe Ë 2| Noile limite de 
integrare sunt u(0)=0, u(2) = 2. Integrala se scrie astfel: 

[| (2x - 1)e* ax = [^u (x)e" ax = [КОНО =[е'й=е | =e? -1. 


d) Se alege funcţia и: [0, 2] [0, 4]. u(x)= x?. funcţie derivabilă 


cu derivata u'(x)=2x, х =[0, 2], continuă. Noile limite de integrare 


sunt u(0)=0,u(2)=4, iar funcția f:[0, 4] > D, f(t) = 22 este 
2 Jt? «1 
functie continuá pe intervalul (0, 4]. 
În aceste condiţii, integrala dată se scrie: 
2 x 1,2 u'(x) u(2) 41 1 
dx = dx = f ( ) ЭЭ dt = 
си тке m Tao lo © 


4 
= m[t+ ve +1) 


0 


=-¿m(4+ 17). 


2. Fie a >0 si f :[-a, a] > R o funcţie continuă. Atunci: 


a) | x)dx = 2[^f( X)dx, dacă f este funcție pară; 
b) |i X)dx = 0, dacă f este funcție impară. 
Solutie 


Din ipoteza cà f este functie con- Г] NE REAMINTIM! 


tinuă ре |-a, a] rezultă са f este funcţie Funcţia f:[-a,a] >D este 


integrabilă pe |-а, a]. Aplicând proprie- funcţie pară dacă f(x) - f(x), 
tatea de aditivitate la interval, se obţine: 


x ^ vxe[-a.a] si este funcţie 
| f(x)dx © | „Ea Јах + ot х)ах, (1). impară dacă f(-x)=-f(x), 
Dar |° (х)--, t (x)ax. vxel-aa]. 


Pentru această ultimă integrală aplicăm schimbarea de variabilă 
luând u(x) = -x, x e [0, a] și obținem: 
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-f o° f(x)dx = | ах) (а(х) ах = ОФ = f Êf (-x)dx = 


fo f(x) dx, dacă f este pară 


= » (2). 
-fo f(x) dx, dacă f este impară 


Din T si (2) se obtine, pe гапа: 
a) Ї x)dx =2 | x)dx, dacă f este funcţie рага; 


b) [t x)dx = 0, dacă f este funcţie imparà. 


T 2n 
ШГ x 2n 
Sà se calculeze: a) | 2 ех sinxdx; b) | 3 Cos x dx. 


2 3 
Solutie 


a) Funcţia f: E z >R, f(x) = ех sinx este funcţie impară. Rezultă 


b) Functia f: E 2 > D, f(x)= cosx este funcţie pară. Rezultă 
2л 2n 2n 2 
са | %„созхах = 2| 8 cosx dx = 2sinx lg 5 2sin 2 = \/З. 
3 


З. Să se calculeze І = [3 x? - Ax + 6 dx. 


Solutie 
Expresia de sub radical se scrie sub forma canonicá astfel: 


х2-4х-6- (x -2y +2. 
Pentru integrarea prin metoda schimbării de variabilă, alegem funcția 
u: E 2) -» Е o|. u(x)=x-2, derivabilă si cu derivata u'(x)=1, 


x 13 2 funcţie continuă. Noile limite de integrare sunt ч2) = — 


u(2) - 0. 
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Funcţia f: E o| > D, f (t) = Vt? +2 este continuă pe Ë о! 


În aceste condiții avem: І = [542 (x)+2 -u'(x)dx = [ave +2 dt = 
2 2 
1 xen: ds 3 
zi ФуажашН eJ] А =шу2 +5. 


2 


T 
4. Sà se calculeze integrala 1- [5 dx. 
0 cosx 
Solutie 
л x x sin Ч 
Metoda 1. Avem I= [6 77. dx = C ы e эшк ue 
соз? х 0 ]-sin^x 0 ]-sin^x 
s 
1 
sporis dt = тае : 25-13. 
E -1 2 |t+lllo 
x [1 NE REAMINTIM! 
Metoda 2. Exprimăm cosx în funcţie de tg — зо 
s 
si avem: e sinx = 2 
: 1+tg 
x 
zl+tg? > т СЭ 
1-16 2 ax =-2[ 8 dx = 2025 
? 1-2 ? 2х1 
2 
2-43 
2-43 ] t-1 
h tei t+1 


x 


5. Să se calculeze integrala I = dx. 


2tg x 
2 


0 4 cos? x + sin? x 
Solutie 
Exprimàm sinx si cosx in functie de tgx si avem: 


F г „| екше (tgx) iee О NE REAMINTIM! 
0 4+{р°х 4+tg2x ss ro E tg^x | 
(4+) l+tg2x' 
_ 0 2t n mad ie fă ШЭЭХ 1 
oz е [o pa tem +4)| =>. 22 


1+tg2x ` 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 
E1. Folosind metoda schimbării de vari- e+ 1 4 

abilă, să se calculeze integralele: d) ! 2 х- In (x - 1) dx; 
2 6 

a) Í (х-3) dx; e 1 
1 e) — dx; 
i 4 Í Уе x .In? х 

b) 6x? (2x? +1) dx; 0 2x 

! -1 ( ) f) [В 1 — dă: 

l(2x+1)° ` з x? 


) 33 Fa 
а) | sx 2ax 8 fus vx? -1 


1 6x 
о о.з. Га . h) dx 
e) [| = х” + ldz; fo xŠ 41 
2 
f | Е — ax; ЕЗ. Să se verifice dacă următoarele 
Б (2x? " 3) egalitáti sunt adevărate: 
T 
2 1 
el x а) | 6 cos 3x dx = —; 
; P x? +1 s | L Š 
T 
h) É 25:59: сар b) [2sinaxax=-2; 
Az2+3x+5 4 2 
УЗ . A 
9 [5 9 f кшш dis. 
9 1+ sin“ x 4 
52 
3 
TI 16 - xê хэ d f? 1 arctg“x dx = ; 
3 dx 
9 1 3 
k) | 2 dx; = 
Jia e) [3 э Ssin-dx--; 
x 
1 2x 7 
1) ах. J3 
lozi 9[? 1 ах = 53 
i = : 
2 Vl- x? . arcsin x T? 


E2. Să se calculeze folosind schimbarea 
de variabilă: 


1 2 E4. Să se arate că: 
a) [,xe* dx; 


3 > : 
a) Ї: ех +1. sin? x dx = 0; 


b) [ох -8-2Х ах; 
0 2 x xParctg x° 
b Í`, 


2 үх“ +x? +1 
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APROFUNDARE 
Al. Să se calculeze utilizând metoda 
schimbării de variabilă: d) p- ^^ 
1 x“ + 4x 2x 
a) dx; 1 e А 
Е зг Ээ е) "EN 


9 |: 45 2x41. 


J42x? +8 
g) je 3(3х- 1)? ах; 


J/2 1 
k) dx; 
Ia xVx^* -1 
1 1 
D f,————— dx 


m) 1 dx? + бх + 10 dx; 
-1 
5/ 2 

n) p» -x^ + 7x - 6 dx. 


. Sáse calculeze integralele: 


Inx 
aj j: x( serm 


^F cars 
о [o 


T 


Im2 je*- 
f) Їйл e Tax. 


. ба se calculeze integralele: 


T 

Z cosx 
a)|2—;—— 2 dx; 

9 sin^x-4 


b) [2 sin x . sinx qx: 
Ocos2x+3 ` 


us 4 cos x-sinx 
c) —————— dx; 
o sin x + cos x 


T 
d) [i x . sin x? . cos x2dx; 


e) [3 (+е°х + tg x) dx; 
6 


T 
f) [4 ctg?x dx; 


6 
Ё  cosx 
g) | 2-------0Х, 
о 4 - sin? х 
T . 
h) Í 2 sin 2x dx; 
sintx+1 
1 arcsin x 
i) Í. Үг dx; 
sin x 
— mx. 
j [г cos x /cos 2x 


. Sà se calculeze integralele: 


T 

a) [ 2 sin х.сов 3x dx; 
ца 

b) | 3 sin 2x sin 4x dx; 
T. 
6 


c) [2" cos ax - cos bx dx, a, b < №; 
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A6. 


л 
4) [е sin x - sin Зх - cos 2x dx; 


T . 
e) | sinx: cosx- cos2x. cos 4x. 


.- cos 2*1 x dx. 


. Să se calculeze integralele: 


a) E 2 dx; 


Z sin x 


Z 1 
с) |4 dx; 
9 соѕ x 
T 
2 4 
2 : 
Ч! | = sin x = 


) | n cosx dx. 


л J7 + cos 2x 
2 


Sá se calculeze integralele: 


a) [3 1 ax; 
0 1+sinx 


b) [° sin x ах; 
X 2 1+ sinx 


о [2 — — MÀ 
0 1+sinx+cosx 


d) [з 


ЫН” 


т 2tgx etg 


2 dx; 
9 9 cos? x + sin? x 


dx; 


tg?x 


T 

т 1 
== 2. dx; 
8 соѕ x sin? x 


Ч sint x + 5 x 


Т 2—sinx 


h) fe < s ах, 


0 2+cosx 


A7. ба se calculeze integralele: 


sin х 
I = dx; 
ó sin x + cos x 
л cos x 
2 dx. 


0 sin x + cos x 


A8. Se dau următoarele integrale: 


sin x 


- dx, 
0 1+sinx+cosx 


T 
= cos x 
2 dx. 


0 1+sinx+cosx 


Să se calculeze 1-4, I-J, I,J. 


A9. Calculând în două moduri integrala 


INE x) dx, ne №, să se arate cà 


‚бв, + Ca шав 


2 ` m+l n+l 


A10. Calculând în două moduri integrala 


х(1- x)" dx, пећ“, să se arate са 


ci Ca n.291 +1 


3 “ЗҮ 62 (п41)(а-2)/ 
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8.2.2. A doua metodă de schimbare de variabilă 


Demonstrație 
Funcţiile f și u fiind continue, rezultă că f ou este funcție continuă 
pe intervalul [a, b], deci admite primitive pe [a, b]. Fie G o primitivă a 


funcției f ou pe intervalul [a, b]. 
Conform formulei lui Leibniz-Newton se poate scrie: 


| сайх) х = G(b)—G(a), (1. 
э v'je-e( ы -r(s( to) 
(t) 


(87)(9-109:(87) (0) 


Rezultà ны c (от!) (t)at = Шат - G(b)- G(a). (2). 


Din relatiile (1) si (2) se obtine relatia din enunt. Ш 


lI] 1. Să se calculeze f з x 
l x+1 
Solutie 
m ух - Ух = f(u(x)). xe [1, 3]. 


x«l. Ах) E 
Alegem funcţiile u :[1, 3] > E 43 "NT funcţie bijectivă si 


derivabilă și f : E 43 | > ЕР, Огт continuă. 


Funcţia inversă ul: [1, УЗ | э J o este functie deri- 


vabilă cu derivata funcţie continuă. 
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a doua formulă de schimbare de variabilă se obține: 


12 d xs u(x))ex = (0-4) at= |° 
-2|, “1-0 Ls Jat - 2(t- arctgt) |? = (481-5) 


2. Sà se calculeze un + Ух ax 


Solutie 

Se definesc functiile: 

u:[L 4]  [2. 3], (х) 1 u^! :[2. 3] ^ [L 4], uc! (t) (t3). 
f :[2. 3] 2 D, f(x) = Inx. 
Functiile f, u, u satisfac conditiile teoremei de schimbare de 
variabilă si ca urmare are loc egalitatea: 


IN +ух)ах = Ї £(u())dx - 0 (47) (t)dt = [;2 -1) шав 


Ultima integrală se calculează prin metoda integrării prin părți si se 
obține: 


2 
3 Ш 3 21 E 2 3 3(t-1) _ 
[;2(t-1)mtat- f; 06-1)? | mtat=(t-1) mt], -; — dt = 
2 3 
3 1 t 1 
=4Im3-m2-[ | t-2«- |dt - 41n3-1n2-| —-2t«Int|| -31In3-—. 
2 t 2 2 
2 
4 1 
Asadar, f In(1+ /х )ах 313-7. 
EXERCITII SI PROBLEME 
EXERSARE 
El. Utilizând metoda а doua de schim- | E2. Să se calculeze integralele: 
bare de variabilă, să se calculeze: a) LE 1 dx 
a) [i (1+ Va) dx; 11-3х 
4 b) |2--4---4х 
1 3z а 3 x/x +1 
b) n x) dx; 4 /x-1 
c dx 
Jz di 
4 
c) Jc xp hm d) LR qe 
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Al. 


рі. 


р2. 


APROFUNDARE 


Aplicând metoda a doua de schim- 
bare de variabilă, să se verifice dacă 
au loc a 


Fie f :[a, b] > D funcţie continuă. 
a) Sà se arate cà | f(x)dx = 

b 
4, f(a-b- x) dx. 


b) Dacă f(x) -f(a-b- x), 
V x e[a, b], să se arate са 


a+b 


| x t (x) ax = [1 f(x)dx. 


с) Dacă 2f(x)+3f(a+b-x)=5, 


V x e [a, b], să se calculeze 


f? f(x)dx. 


Fie f:[0, 1] P. o funcție con- 
tinuă. Să se arate că: 
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27 х 


4 2 : 
NE «Du 11«61n2; с) f. cos” /хах; 
b) ЇНЭС е^ In(1.-e*)ax - а n 256. d) [2 sin /x + 1dx. 
27e 
) 8 х dx=8 . Să se verifice egalitátile: 
c —— dx = 8; 
А 1-3х л l 
)| Dax: 
PE RE d 
d) ЇЕ 2 1 ах- 7. e +1 
в (=° +1) х2 +2 6 b 1 1 т 
Га ayer) (4 
. Sáse calculeze integralele: 
л 
4 т 
а) [e [ех — зах; с) | âm(a+ tg x)dx = ç In2. 
DEZVOLTARE 


a) [0 = t (sin x) ах = n| 2 £ (sinx) dx. 


b) | t (sin x) dx = 2| 2 £ (sin x) dx. 


D3. Fie f:[a, Ь] > R, o funcţie conti- 


nuă. Să se calculeze: 


а) f? f(x -a) 


a f(x-a)+f(b- = 


sin? x 


b) I= [2 — —— —,— dx, пем, 
ô sin" x + cos" x 
J- 2 aret T dz: 
arctg —— — — 
832 3x43 
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O1. 


O2. 


O1. 


O2. 


Оз. 


Testul 1 
Sà se calculeze: 
Grupa 1: Grupa 2: 
a) [o (2x + 3)sin x dx; a) f (3x - 1)cos x ax; 
л л 
b) [e cos x6 sin x + ldx; b) [e sin x/10 cos x + 4 dx; 
8 1 
c) dx. c) — — dx 
i: = А 2.4 35 


Să se determine valoarea integrală medie pentru funcția: 
Grupa 1: Grupa 2: 


| P on. f(x) - uU ғ:[0, /2] > p, #(х) = 


x+1 


4x? +2 | 


0, —— 


Testul 2 


Fie funcția f : [0, + о) — D, derivabilă si cu proprietatea: 
x+ | f(t)dt = (x - 1)f(x), V x e [0, +). 


Dacă a = f (3) - f (1), atunci: 
а) a = In2; b) o-1-In3; с) a= In3; d) c = 2. 


(8 puncte) 
(Admitere ASE, Bucuresti, 2003) 


Sà se calculeze integralele: 


a) fo(z-39) e ax: = 


4 
5 jo (хол) za 


(8 рипсїе) 
REI 


4x 
yz V1- x3 


Să se calculeze [ia 


(Univ. din Oradea, 1999) 
(3 puncte) 
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Testul 3 
O1. Se consideră funcția f : D — R, f(x) = Ë: et (e? -8t« 2) dt. 


Dacă A = (х єр | x este punct de extrem al lui f ) , atunci: 
a) A=(-2); b) А-(-2, 1}; с) А = (1; d) A = @. 
(8 puncte) 
(Admitere ASE, București, 2003) 


O2. Fie a, b c DD și funcţia continuă f:R-— R care verifică relația: 


f (a - x) + f (a + x) = 2b, V x e R. Dacă 1 - f?" t(t)at, atunci: 


a) I = a + b; b) I-2ab; c) p s asb d) 1-2, 
(З рипсїе) 
ОЗ. Fie șirul de integrale (I, ), I, = [гап х)“ах,пєм. 
a) Sà se calculeze I, si Io. 
b) Să se arate că șirul (I, ) este monoton și mărginit. 
c) Să se găsească o relație de recurenţă pentru (Ia). 
d) Să se arate că lim L, = 0. 
по 
(З рипсїе) 


9 Calculul integralelor funcţiilor raţionale 


Până acum s-a realizat calculul unui număr suficient de integrale de 
funcţii f:[a, b] — ID, utilizând formula lui Leibniz-Newton, metoda inte- 


grării prin părți sau metoda schimbării de variabilă. În continuare se vor 
întâlni și alte tehnici de calcul pentru integralele unor funcții integrabile. 


Situatie-problemá: 
9х +2 


x? +х-6 


Se consideră funcţia f :[-2, 1] > R, f(x) = 

a) Este funcţia f integrabilă pe |-2, 1]? 

b) Dacă f este integrabilă pe |-2, 1], cum se calculează integrala sa? 
Solutie 


a) Funcţia f este funcţie continuă pe intervalul |-2, 1] fiind rezul- 
tatul operaţiilor cu funcţii continue pe intervalul |-2, 1]. Ca urmare f 


este funcție integrabilă pe intervalul |-2, 1]. 
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b) În ceea ce privește calculul integralei funcţiei f se observă că nici 
una din metodele folosite până acum nu se poate aplica în mod direct. 

De aceea va fi nevoie de parcurgerea unui algoritm în care se vor 
întâlni în multe cazuri și metodele de calcul deja cunoscute. 


<» DEFINIŢII 
Fie Ic D un interval de numere reale. 
eFunctia #:1- 0 se numește funcţie raţională dacă există două 


funcţii polinomiale Р, Q, astfel încât pentru oricare x eL, 9(x)z0 si 


eO funcţie rațională f se numește funcţie rațională simplă dacă are 
una din formele: 


І. f(x)-a,x" +a, IX 
-— ЖР 
(x-a) 


Ш. f(x)- —PB**C |. net, b? 4ac < 0, B, C e D. 


(ax? + bx + cJ 


1-1... +a Ар, ak € B, k = 0, n; 


II. f(x) = ‚пем, x za, А є; 


9.1. Calculul integralei unei functii rationale simple 


În acest paragraf se va da procedeul de calcul al integralei definite 
a unei funcții rationale simple de tipul I, II si III. 


I. Integrale de forma | а (x)dx, f, funcţie polinomială de 
a 


gradul n 
Dacă f, :[a, B] > R, f, (x) =a x” +a, jx" +...+ax+ag este funcție 
polinomială de gradul n, atunci, cu ajutorul formulei lui Leibniz-Newton, 


n-l 


: В п 
se obtine f. (ax +аһ X”  +..+aX + ag )dx = 


В 
и n Em Tcp (1) 
" n+l цаг kt CE, Eg 9 i 
a 
I Exemplu 


2 xê х“ х? x2 
f (6x9 -8x° - 3x? + 4x 1)ах 6. 8. apu x 
Е 6 4 3 2 


= (х° 2x^ 


х3 +2х? xf. =25 2.2% —29 92.22 5 | 19 -2(3* -(-3 +2(-1)? -( 1)|-30 3-27. 
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II. Integrale de forma [P—A ax, пем, a e [о, В] 


(ж-а) 


1. Dacă п = 1, atunci 


ix-all^- (2) 


2. Dacă n 22, atunci se folosește metoda schimbării de variabilă 
și se obține integrala unei funcţii putere: 


p A р -n ES ; u(p) -n 
dx=A| (x-a) dx-A| и (x)u'(x)dx-A t "dt = 
apar Aula) [Pure (x) vu G)dx = Af 50 
u(p) 
A 1 
 n-1 tn PS 
u(a) 


Să se calculeze următoarele integrale de ПШ rationale simple: 


-1 
81228 ә е өг 


(2x-6)y 
Solutie 


a) Aplicând formula (2) se obţine: 


[a= -Шш|- 2275 =]ne-In1=1. 
3 х-2 


5) Integrala se scrie succesiv astfel: 


е-1 
e-1 2 
[s 1 = [з За -i[3 2 zb bul а 
Зх +1 Зх + J 3 £ 3llo 
i 85553) ind Е 1) е2. 
3 3 3 3| 3, 3 3) 3 3 
Calculele mai pot fi organizate si astfel: 
е-1 е-1 e-l. 
[з 1 Ний. „| (3x +1) dx-lps ШОО 
0 Зх+1 3:0 S 3х-1 340 u(x) 
e 
_ 1 “СУЛ 1 
ГО Lat = m ам | = gne-In1)- s. 


245 


Analiză matematică • Il. Integrala definită 


c) Metoda 1. 


; 1 2 1 1 (2 a (Ora 
ЇЕ ах-12 dx = [2 (x 3) dx = [2u (х) 
3 3 3 3 3 3 
2 (2х-6) 2 2° (x-3) 973 822 
1 
5 1 E 
U| — уны 
u'(x)dx = 2) вау зеза.) шэг (4 3E : 
43) 8-3 8l 2t 16 9 9 
2 2 3 
2 
Metoda 2. 


Această integrală se poate calcula aplicând mai întâi metoda 
schimbării de variabilă și apoi formula (3). Calculele decurg astfel: 
5 5 
| 3 i QUE- : 3 : gd = 21 
5 (2х -6) > (2x-6) 


-1 
=) -1 UN z)- 2 
24-3 2X 00 Ls Qe 2 18 9 


III. Integrale de forma | i жыш 
a 


5 u(x), 1 42) Exo 
Z a u 


= dx, b? — 4ac < 0, n є (1 2) 
(ax? «bx c) 


si B, C e Р 


În functie de valorile numărului natural n si a coeficienţilor B, C, 
a, b, c араг următoarele tipuri de integrale: 


p Bx+ C 


2” 


% x +a 


1. Integrale de forma | 


Se deosebesc următoarele situații: 
a) Dacă B = О si C = 1 se obţine integrala cunoscută: 


p 
[e 25 -dx = Laretgă 
охе +a а а 


a 


b) Dacă B = 1, C = 0 se obține integrala: 


Ге тоу ао 


а x? + a? 29? 4a? ^ 216 х2 а? « u(x) 
u(B) 
spo disi] IT 
Dada) t le 
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с) Dacă B = О, C z О, atunci se obţine . 


[EEG ax - Bf’ =dx+ C|" 


> dx si calculul se conti- 


2 


ах2 +a a x? + a? a x? +a 


пиа ca la punctele a) și b). 


Să se calculeze integralele de funcții rationale: 


243 3x — 2a 
ах: e) f, 
x? xi^ 
Solutie 
a) Avem | шин ctg 2 (arctg1- arctgO) 
0x2+16 4 4 
5 x 1,5 2x 1 s(x +7) 1 (5 u'(x) 
b = = dx = dx = 
жос 211: 2l; x“ +7 21 u(x) 
32 
= 2 [Lat = Lint|| -l(ma2-ms)-lma4-ma. 
2440) t 2 2 2 
с) Integrala se scrie succesiv astfel: 
ү Е 2 Зх dis 9 x = 2х d 
2 x^-«4 x^44 х^+4 22 x“+4 
243 2 
3 ss > 4 25 u'(x) 
2.—arct = dx -arctg 43 + arctg1 = dx 
ME PES S +агош1- 2, u(x) 
16 
Ram Spui) л 3, 01:22 (10168-108)--2 s др, 
4 2*w2 t 12 2 2 12 2 12 
2. Integrale de forma [72558 Lax, а = 0 
(x? +a?) 
Se deosebesc următoarele situaţii: 
a) Dacă А = 1 si B = О se obţine integrala de forma [I ax 


2 
a 
(x? +a?) 
care se calculează cu ajutorul metodei de schimbare de variabilă. 

Se obține succesiv: 
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= alura? (04-21 66 05-24 


b) Dacà А = O si B = 1 se obtine integrala de forma [ах 
с (х? + a2) 
Pentru calculul acestei integrale de funcţie rațională se parcurge urmà- 
torul algoritm: 

* se amplifică funcţia de integrat cu a? (dacă а z 1); 

• se adună si se scade x? la numárátorul fractiei; 

* se desparte integrala in sumă de două integrale: o integrală este 
de tipul IIL1.a), iar cealaltá integralá se calculeazá prin metoda 
integrárii prin párti. 


Calculele se organizează astfel: 


В 1 1 5 a 1 pela? +x?)-x? 
nasi apu a e UNE ын 
1 (8 x’ 1 xP 16 x? 
zl xad ae area a pas sess, lea аў e 


Ultima integrală se calculează folosind metoda integrării prin părți 
si se obține: 


р ES auris x: аса 


2 2 
[x +a2) 4 (х? +а?) 2 x“ +a 
e Ea ad] a EA e prt p 
2 x? +a? 29 х2 +a? 2 x2+a2|, 2a M 
Inlocuind in egalitatea (*) se obtine: 
p 
J, T 
‚— p garant + a] Ё (4). 
" (x? +а2) Sa“ la a x“+a 


с) Dacà А = O si B = О, calculul acestei integrale se reduce 1а 
calculul а două integrale de tipurile шы mai sus. 


E dx = Aj ax+Bj— 5. (5) 


мэ шар” лее] эн) 
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Să se calculeze următoarele integrale de funcţii raționale simple: 
B x 43 1 43 5х-2 
u E sas -| Lax o) 12:85:23, 
(х? + 1) (= + 1) (x? + 1) 
Solutie 


a) Integrala 1, este de tipul Ш.2.а) si ca urmare se va calcula apli- 
când metoda schimbării de variabilă. Se obţine: 


(x? + 1) 


43 х 1,643 2x 1 (3 
h-]| 95| к] az 
(х? + 1) 2 (х? + 1) 2 (х? + 1) 
хир Кк SS E 1 Ex 4 
DON 2 ОА О АИА 2A 2-a 


b) Integrala I, este de tipul IIL2.b). Pentru a calcula această 


integrală se va aplica algoritmul descris la acest tip de integrală. 
Avem succesiv: 


43 1 48 1-х2|-х2 48 1 2 
: М Zi) UE Ls Zn x?41 21 m 
= [^as й T dx = arctg x | -J = arctg/3 – arctg1- J = 
x 
=], 
12 


Integrala J se calculează folosind metoda integrării prin părți obti- 
nându-se succesiv: 


43 

4-1ү7-42-с 

(x? + 1) 
_ x 1 al 2 1 
2 x2 +1 1 2 

Sá se calculeze integrala 
І aplicând formula (4). 
= s УЗ 1 + Laretgx = +—. 
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c) Integrala Is se scrie ca o sumă de integrale astfel: 
3 
Is = ] e 5х-2 E x-s[^ dx 219 1 : dum 
pap ә 4j (к +1) 
Se observă са I4 = 51} - 215. 
Înlocuind cu rezultatele obținute la a) si b) se obține: 


E. e Е JE 21- 2n. 


8 24 8 24 
3. Integrale de forma |)... АХЕВ ax, A-b?-4ac«0,a.cz0 
ах“ +Ъх+с 
a) Dacă А = 0, B = 1, se obţine integrala de tipul | — ШЕШЕ 7. 


* ax? + bx + c 
А = b? - 4ac « 0. 
Pentru calculul acestei integrale, se scrie expresia ax2+Dbx +c 


2 
sub forma canonică, anume ax2+bx+c= a(x + >] + j. si apoi se 
a a 


aplică metoda de integrare prin schimbare de variabilă. Se obţine 
succesiv: 


В 1 В 1 Ів 1 
Í. ах-1, 2 ae Í. 2 ad 
ax“+bx+c b -А а b ZA 
a x+ P» х+—| + 
2а 4a 2a 4a 
, u(p) 
uix u 
= {(? (x) dx = a H-a dt = : arctg 7 
a** u2(x)+k2 a * ч(о) t? + k? k (id) 


Sá se calculeze integralele: 
1 1 
| зз. NT ns 
Ох°+х+1 54x^ -4x42 
Solutie 
e Pentru trinomul x? +x+1 se observă că A--3« O, caz in care 


2 
А "EE. 3 
acesta se scrie sub forma canonică x^ +x+1=| x+ 2 ын FÉ 
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ч ca: se scrie: 


1-1, 


dx = [e 28 dx = [e | dx. 
ох2 +х+1 `( 3 3 
x+ 


Aplicând metoda schimbării de variabilă, notând ц(х)-х--, 


x e [0, 1] se obţine: 


3 
2! 
5; dt- [2 —  —4at- 


_ 2 arg t|’ - 2 (" JE 
43 J 5 УЗ\З 6 | 


e Numitorul funcţiei de integrat аге А=—16 si forma canonică 


2 
4хХ7-4х-2- (x = z) +1. In acest caz integrala se scrie succesiv: 


1 


1 1 1 11 1 
гек x 24 x-1 +1 2 х-1 pa 
2 2 4 


Alegànd u(x) -к-р х B 1 cu u'(x)-Lxe E 1 si aplicând 


metoda schimbării de variabilă, integrala devine: 


1 
161 u'(x) l ru() 1 1 > m 
CENE 0 
2 


b) Dacă А =1 si B-O se obţine integrala de tipul k 2 


— k, 
а ax? +bx +c 


A=b°-4ac<0. 

Pentru calculul integralei se foloseşte metoda schimbării de varia- 
bilă luând u(x) = ax? +bx +c, cu u'(x) = 2ax + b, x є[а, p]. 

Calculele decurg astfel: 


| : х FR 1 и шаах duc с. 
бах -рх-с За! ‹ аҳ? +bx +c 2а 


5 dx = 
бах -рх-с 
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u(x) 2a** ах? +bx+c 2а, ч(о){ 2а! бах -їх-с 
ч(В) 
= үй. жү 5 : dx. 
2a u(a) да ° бах +bx+c 


Ultima integrală obținută este de tipul III. 3. a) tratat anterior. 


с) раса A z O, B #0, atunci integrala se desparte їп sumă de două 
integrale de tipul celor întâlnite anterior. 


Astfel, ЇЁ гэхэв dx = AÍ не ж: BÍ с иш 
а ax? + bx +c а ax? + bx +c a ax? + bx +c 


Fie funcția Ї:[0, 1] > R, f (x) = ас 
Зх -бх+4 
а) Să se scrie sub forma canonică expresia Зх? — 6x + 4. 
b) Sà se calculeze ЮМ х)4х. 
Solutie 


a) Pentru expresia Зх? - 6x +4, A = 36 - 48 = -12. 


2 
Rezultă са 3x? -6x +4 = 223 + 2 = 3(x-1) +1. 


да 4а 
b) Avem: 
x+1 1 x 1 1 
НО: )dx = fosa sad osa sat e = = 
x“ —6x+4 З3х7-6х-4 З3х7-6х-4 
3x? -6x « 4] 
-ip x dx + [e ! ах = El FE 
6703x? -6x+4 08х2-6х-4 6 ? (8x? -6x +4) 
sce шараар : ах- lat + 
О3х”-6х-4 6-0 u(x) 3 „е ae 6 4 
3 


1 
+2. fS arctg(x -1) 43 UAM 
3 o 6 9 
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4. Integrale de forma: 


| — 2 5 ах A =b? – 4ас < 0, а.сғ+ 0 
" (ax? + bx + c) 


2 
Dacà me aere ar) 24 Si u(x) e x ez ela, p]. 
a 


integrala se transformă astfel: 


b Ab 
Ах-В 1 DEAE 
Ї 5 dx = | dx = 
© 2 ase 2 
2 -А -А 
а х + — р С дА 
| z) 4a? | | 3 да? 
С -р 
.[^ u(x) Сора шав ээс c-À тэр | Ab | 
“ (u?(x)+k?) ме е 12 a?\ 2a 
-А 
si k? - —.. 
4a? 


Asadar, calculul acestei integrale s-a redus la calculul unei inte- 
grale de tipul III. 2. 


Sá se calculeze integrala [5 = ai z dx. 
Es +4x + 8) 


Solutie 


Numitorul se scrie sub forma х? +4х +8 = (x+ Эр +4, iar inte- 
grala se scrie succesiv sub forma: 
2x43 ` o 2(х-2)-1 o 24(х)-1  , 
aaa х+2)? + 4| [(х+2) +4] E (x)+4| 
u(0) 2t-1 2 2t 2 1 
“| кә 2 zat = f, 2 ; dt n 2 2 
(t +4) (t +4) (t +4) 


Integralele 1, 51 L, sunt de tipul Ш.2. Se obtine: 


dt m I _ Io. 


(2 2t 2 (Са) _ 2 V(t) ,, pv(2) 
оао ата лсын 
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= Р = анг 143 t +4) 
4 
p =| atj PRE ua bat 
(+4) 4 (+a) ке? (t? +4) 


1,2 1 12 t? 
akoe aT лі] 


1 
2 
2 
- 2 
ha al t 21 E 40-25 1 Lo асан 
8 4 4[2(t2+4) 920. r4 32 41 8 22 2 
0 


T 1 1 л T 1 
= + =—+—. 
32 1 8 =] 61 32 


În final se obţine că I=] +I, = ээг 
64 
EXERCIŢII 51 PROBLEME 
= EXERSARE 
Să se calculeze următoarele inte- 
grale de funcții rationale simple: f) Ё | ах; 
2 3 2 13-8x 8x 
El. a) f (a= - ex? + 8x - 3) ах; 
gj t ax 
b) ЇЕ ЇЇ - 3) + өк“ ax; |. 6 -x/2 
c) [| [ama + 2px + 1) dx; E3. a) j? 1 dx; 
B -2 (x - 2)” 
d) |, (3x - 1) (4x + 3) dx. ЇР E y 
ЕЗ (х + 1)* 
E2. a) = доо 9 f? 1 = dx 
Ын (2х-4) 
b) ES: 5 ын 1 24 4 
3 1 fa 2x + 6)? 5 
a f; ls ns 
0 16 
e) | — d 
=Ë _2 1 3 
ч E = тах» зах (2590 
f) Г 6 ax. 


e) iL 29 (%зх _ za) 
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8 1 
Е4. а) Iu ва 
шин 


с) 23. 1 
4х? +16 


dx; 


доо 


X; 
4 
) Í, -18- 2x? ын 
44/6 


е) 1? —— se.— dx; 
-v2 J/24x? t 4/6 


1+ 4/2 


9 ва23-2/8) 


ЕБ. 


) Е Pi EN 
d а a, aen 


E6. a) ЇЕ i TL 
b) Í lp a 
-3 х^ + 4x +5 
4 dx 
c) Ете а. 
с зает 
1 
-> dx 
d) 2-------: 
Е 4x? + Ax +2 


dx 


6)13------: 
IE 9x? -12x +8 
dx 
f) ——V 
Jo x? - 243x +12 
dx 
) = 3 — $ 
3 |. = х? _ 34 
dx 


us жегу, 


. ба se calculeze: 


а) | 43-1 4х А 


b) -2 dx : 
ТА (х2 +6х-+ 10] 
3 
c) [ 2 dx : 


Наэ -2/8x.7] 


. Sá se studieze dacá urmátoarele 


egalitáti sunt adevárate: 


x (2-43)л 
а dx = In y3 — 
Дес з 18 
5 2x 
b) — — Fx = 4m; 
Is 2 8х-17 
1 2x 4-3 1 10 
9 ы 2 TAS 64 ' 
(х +2х+5) 
1 
2 4х 1 -3 n-2 


d) - I 
Е (4x? - ах + 5) 20 128 


9.2. Calculul integralei unei funcții rationale oarecare 


În mulțimea Ё|Х| a polinoamelor cu coeficienţi reali, singurele 
polinoame ireductibile peste ID sunt polinoamele de forma (X-a) și 


(X2+bX+c), a, b, ce D si b? 4с <0. 
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O funcție rațională oarecare se poate scrie са o sumă algebrică de 
funcţii raționale simple pentru care calculul integralelor acestora a fost 
studiat anterior. Pentru a realiza această scriere se va utiliza urmă- 


toarea teoremă: 


Mod practic de aplicare a teoremei 

Pentru descompunerea unei funcții rationale în sumă finită de 
funcții raționale simple se procedează astfel: 

a) Se efectuează împărțirea cu rest a polinoamelor P, Q, dacă 
gradP > gradQ, rezultând relaţia P=L-Q+R, О < gradR <gradQ si 


R 
b) Pentru (x) se foloseste 
9(x) 
formula de descompunere în sumă 
finită de funcţii raţionale simple 
conform teoremei anterioare, unde 
coeficienții AQ Я ві? ; с urmeazà 
a fi determinaţi. 
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с) În egalitatea obţinută la punctul b) se elimină numitorul comun 
Q(x) și se ajunge la o egalitate de funcții polinomiale. 
d) Din egalitatea funcţiilor polinomiale se obţine un sistem de 


ecuații în care necunoscutele sunt coeficienţii А, Ві, cQ), 


Metoda de determinare a coeficientilor AQ, Ві, ci se numeste 


metoda coeficientilor nedeterminati. 
Vom exemplifica utilizarea acestei teoreme in calculul integralei 


unei funcţii rationale pentru diferite funcții rationale f:[a, b] — R, 


‚ 9(х) +0, pentru xe[a,b] P, QeR[|X] si саад < 4, 


distingánd intre diferite moduri de descompunere a numitorului Q(x) 
in produs de factori ireductibili. 


1. Numitorul are rádácini reale simple. 


IF Exemplu 
* Sà se calculeze urmátoarele integrale: 
3 2 
a) 1=['! ы. dx: b) J = [2% Hem Ax *2 ak. 
-2х°+х-6 1 X^ +2х 
Solutie 
: 2 А : 9 9х-2 
a) Considerăm funcţia raţională f : [-2, 1] — R, f(x) = 2 
x“+x- 


Expresia x2 


tibili peste E: х2 +х-6 = (x -2)(x +3). 
Conform teoremei 14, funcţia f are următoarea scriere са sumă de funcții 
raționale simple: 
f(x) = 2 +2 A B 
xl+x-6 X 2 XF3 
Se elimină numitorul comun si se obține egalitatea de funcţii: 
9x +2 = x(A- B)- 3A - 2B, x e [-2. 1]. (2). 
Identificând coeficienţii expresiilor polinomiale din egalitatea (2) se obţine 
sistemul de ecuații: 
А-В-9,3А-28-2 cu soluţia A=4,B=5. 
4 5 
+ , 
x-2 х-3 


-X-6 are urmátoarea descompunere in produs de factori ireduc- 


x e[-2. 1], (1). 


Asadar, relatia (1) devine: f(x) = 1-2, 1]. 


Rezultà cà = fl Зу) Sex -(4mix - 2] Sinpe +3)|}, = ina. 
-2ix-2 x+ = 


© OBSERVAȚIE 


Cu această rezolvare s-a răspuns la situaţia-problemă formulată la 
începutul paragrafului 9. 
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3 E 
b) Considerăm funcția rațională f :[1, 2] — D, f(x) = ЭХ Багын 
x“ +2x 


că gradul numărătorului este mai mare decât gradul numitorului. Aplicând algoritmul 
de împărțire a două polinoame si teorema împărțirii cu rest a polinoamelor, se obține că 


2x? «3x? -4x +2 = (2x -1)(x? +2x) + (-2x + 2). 


. Se observă 


(2x -1)(х? +2x)+(-2x +2) 2230 
- 5 2х -1+ 5 : 
x^ 42x x“ +2х 
Rămâne de scris ca sumă de funcţii rationale simple funcția: 


8:1121- R, g(x) = ui + 


Rezultă că f(x) 


x?2.2x. 
—2x+2 -2х-2 


x? 42x х(х-2) 


Avem: 


Conform teoremei 14 se obţine -2x+2 E | В „x efl, 2]. 
х(х-2) х їх-2 
Eliminând numitorul se obține egalitatea de funcţii polinomiale: 
2x +2 =x(A+B)+2A, V x e [1, 2]. 
Identificand coeficientii celor douà expresii polinomiale se obtine sistemul de 
ecuaţii: A +B = -2, 2A = 2 cu soluţia А =1 si В = -3. 
1 1 3 


Asadar, gx) = 2-3 ухе 2] si f(x) = 2x 1+— xz 912, 


2 
Rezultà са 4-Д х 1+1 3 Jax (x? x +1п|х| 31n|x + 2)| = 
1 x x+2 1 
=2+In2+3.n2 сэ 2, 
4 32 


2. Numitorul are ràdàcini reale multiple. 


IF Exemplu 
1 
* Să se calculeze integrala I = | уг ды 
- Q2 2 
x^ (x - 1) 
Solutie 
Se consideră funcţia f : E -3 > D, f(x) = ы зл, 
2 x2 (х-1) 
Aplicând teorema 14, expresia funcției f se scrie astfel: 
3-2х BA 1 
> 5 i ú | BH. i 
x^(x -1) х х [X (х-1) 


Eliminand numitorul comun se obține egalitatea: 


3-2x = Ax(x -1)? +B(x 1)? + Cx? (x - 1) + Dx?, xe E 4 (1) вац 


3-2x=(A+C)x? +(-2A+B-C+D)x? «(A -2B)x +В, x e|-1 E (2). 
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Identificând coeficienţii acelorași puteri ale lui x din cei doi membri ai egalităţii (2), 
se obține sistemul de ecuaţii: A+C=0, -А-8-0-0-0, A-2B--2, B=3, си 
soluția А-4,8-3,С--4, 0-1. 


Аваааг, ш: cu Е - І 5, Х E J 
2 х 1) 


x (x -1)° x^ X-l (х- 2 
1 
1 = 
Rezultă că: I-[2 zr З 4 + I ах = [аш S 4ш|х-1 1 J Z= 
-1|х x? х-1 (х-1р х х-1/| | 
2319-2142, 
6 2 


© OBSERVAȚIE 
Constantele A, B, С, D din egalitatea (1) se mai pot determina astfel: 
* Pentru x = О se obtine B = 3 si pentru x = 1 se obţine D =1. 
* Pentru determinarea constantelor A si C se derivează egalitatea (1) si 
se obtine: 
-2 = A(3x? -4x +1)+2В(х-1)+С(3х? -2x)+2Dx. 


Din această egalitate, pentru х = 0 se obține A = 4, iar pentru x -1 
se obţine C = -4. 


3. Numitorul are rădăcini complexe simple. 


IF Exemplu 
* Să se determine integrala funcţiei f :[-1, 0] > R, f(x) = : 9 i 
х + 


Solutie 
Descompunerea în factori ireductibili peste R a numitorului conduce la urmă- 
2 
toarea scriere xf +4 = x! +4x2 +4 - Ax? = 87 + 2) - (2х)? = (x -2х- 2)(x° +2х + 2). 
Aplicăm teorema 1 si obținem următoarea descompunere in sumă finită de 
funcţii raționale: 
16 Ах-В Cx+D 
2 + E ú 
X +4 x“ 2хт2 Xx“ +2x+2 
Aplicând metoda coeficientilor nedeterminati se obține egalitatea: 
16 = (А + C) x? «(2A +B-2C+D)x2 +(2A+2B+2C-2D)x+2B+2D, x e [-1, 0]. 
Identificând coeficienţii acelorași puteri ale lui x din cei doi membri se obţine 
sistemul de ecuaţii: 
А-С-0,2А-8-2С-0-0,2А-28-2С-20-0,28-20-16, cu soluția А--2, 
В-4,С-2,0-4. 


,V xe [-1, 0]. 


= 0 (1: 
Așadar, f(x) = ы. + цаг si | f(x)dx = шэг ах 
x^-2x42 х“ -2х-2 d dx^-2x42 
fe 2x+4 ах || 2x-2 2 Ja f^ 2х+2 : 
-1х2+2х+2 -I| x2? -2x+2 х2-2х-2 -I| x? 42x 42 
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2 е 2 
o|X -2х+2 0 o (x +2х+2 
2) n ы ыы 
x^ +2х+2 d х°-2х+2 d(x-1)41 "A х°+2х+2 
Ёс [° su = [să E ыг i beu - -Int|? «2arctgt | + 
“хээ +1 *?t tes sl t 042 +1 
+0? + 2arctgt |, = In 5 + 2arctg2. 
4. Numitorul are rádácini complexe multiple. 
Кё? Exemplu 
2 
1 ын 
* Să se calculeze integrala ү че 
(х? +1) 
Solutie 
_ x2-3x+2 


Considerăm funcţia rațională f : [-1, 1] — D, f(x) nr 
(х? + 1) 


Aplicând teorema 14 se obţine: 
2 
_ D 
f(x) = 2 3x+2 Ax*B. Сх + x e[-1, 1]. 
2 2 x? +1 2 2 
(х + 1) (x sk 1) 
Metoda coeficienţilor nedeterminati conduce la următoarea egalitate: 


x2 -3x +2 = (Ax + в)(х? + 1) +Cx +D, x є[—1, 1], din care se obţine sistemul de ecuații: 
1 C = -3, D = 1. Rezultă cà f 


A=0, B=1, А-С--3, B+D=2 cu soluţiile A=0, B 
se scrie ca sumă de functii rationale simple astfel: 
f(x) E PET [-1, 1]. iar integrala se scrie sub forma: 


1 1 dx 1 3х-1 1 T 
[| (х)4х-1: ЇЕ 5 dx =arctgx| 1-1 Sx. (1). 


3 2 3 1+x?)-x? 
худ аар" р Б ; 21220 n " а 
de zi 
= 0 Гараа ENS se” ШЫ en TERS) dx = 
1 
1 
T x Nea: + Zarete x быс у (2). 


2 2(x? +1) ШЕ 


Din relaţiile (1) si (2) se obţine că | 1 f(x)dx = E + > 
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е . A . . - 
Concentrația unei soluții apoase a unei substanţe, variază urmând 


legea: C(x) = 195 (Е /m 2), x fiind grosimea stratului de solutie. 


Care 20 Е Q de substanţă conținută într-o coloană 
verticală de soluţie a cărei secțiune dreaptă este 5-1 m? si grosimea 
variind intre O si 200 m? 

Solutie 

Considerăm un strat foarte mic al coloanei 
de soluţie apoasă cu secțiunea S și grosimea dx, 
situat la adâncimea x (figura 1). 

Cantitatea de substanţă conținută in acest 
strat este: dQ = С.Ѕах = ХӨХ dx. Integrând de la 


O la 200 se obţine: 
200 х. 
9-10|, 
A 


= T Г =10(200 - In201). 


1)-1 
dx -10j/ ED lay- 


х-1 


Figura 1 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 
EXERSARE 


El. Să se calculeze integralele de 


funcţii rationale (numitorii ап f) f : х3 ХХ ax 
ràdàcini reale simple): -3х-2 
3 Ён -х?-2 
2 x | g) Ї, 2 dx 
a) [1 x(x+1)' х(х 1) 
) | х dx: E2. Sà se calculeze integralele de functii 
0 (x + 1) (x +2) i raționale (numitorii au rădăcini reale 
multiple): 
5х-1 
dx; -1 х 
Ө | s o е Ë a [вест 
3 x+5 2 
d) 1 x : 
I DG 2)G га) Dle aem 
12 ах; х; 


1 -5 1 
Š 1 а) аа) ШЕ x? (x-1) 
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2x +1 


—. z dx; 
x? x" (x + 1)? 


EN 


) pa: вахи 


(ray 


dx; 


9 Г: a «1J(x? +з) 


1 
то 2x 
2j? 


dx; 


E4. Să se calculeze integralele de funcții 
3 x44 rationale (numitorii au rădăcini 
| lm complexe multiple): 
2 x(x +2) | | Js 1 Й 
а — —— — 4 dx; 
5 (х? + 3) 
E3. Să se calculeze integralele de funcții 
raționale (numitorii au rădăcini com- o x242 
plexe simple): b) Í, — d; 
(=° + 4) 
a) . 
[^ qeu) El gode . 
5 (х? + eJ 
b) pa dx; 1 
(х? aye +4) d) ЇГ A z dx. 
2 2 [=° +X+ 1) 
APROFUNDARE 
А1. ба 56 calculeze integralele de : n x+4 . 
functii nes АЗ. Fie I, = faa а с dx, пє м. 
ME Dacá a = lim (n + Va + 3) - 1, 
2 x? + 2x? - 3x n-o 
2x +x’ +2х-1 atunct 
b) — — x; = 0: = 1: 
B x? + 2x? +x а) a = 0; b) a=1; 
gt. x- k c) a = e; d) o = ve. 
9 (x+ 1)? (ASE, București, 2000) 
(Univ. j Constanta, 1999) 
A4. Să se calculeze integralele: 


A2. Să se calculeze integralele: 


1 х 
а) ЇЇ эсэн 4х 


(Univ. București, 1999) 


b) Í 42 ? 2x42 : 
(2х- 1)(х” + 1) ] 
(Univ. Babeș Bolyai, 
Cluj-Napoca, 1999) 
1 
c) | ———  u4x. 
f; Ox?.x?.x.1 


(Univ. Dunărea de Jos, 
Galaţi, 1999) 
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а |, 1 dx: 


b) |> х(х-1)-5 


dx; 
0 х4 5х2 +6 


x? — x* + Ax? - 6x? +4х-9 


c) dx; 
[в х“ +5x2+6 
5 4 3 2 

a již +x” + 2х° + Зх +х+1 ак. 
0 x^ +2x2+1 
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А5. Pentru n є N se consideră integrala: | Аб. Se consideră funcția f : [0, 1] — p, 


a) Să se calculeze Ig, 1, și Io. 


respectiv lim nl,. 


[> 2х – З dx 
n" Jax(x-1(x-2)(x-3)+n | f(x)- GaL Mia D' аем, să 
х^ + 
se determine п astfel încât 


b) Să se calculeze limitele lim І,, 


пә [5 f(x) dx e €. 


по 


O1. 


O2. 


ОЗ. 


Testul 1 
Sà se calculeze: 
Grupa I: Grupa II: 
a) [sz n (z +) dx; a) | = sin (x + z) dx; 
NEJ _2х-1 5 3x+5 54 
b) x; b) 
Р N4 — x? fo үх? + 2 
x? +х+2 х+4 
c) |. —7— — —— dx. c) ЇЙ dx. 
f; х(х? +2х+2) ? (z +) [x° -4) 
Testul 2 


Fie f :(0, œ) — R, f (x) = m(1+1) Si I, = | £(x) dx. п>1. 
х 
a) Sá se calculeze I,, n >1. 


b) Să se determine a, = > I,. 
(3 puncte) 


Se consideră funcția f : D — D, f(x) = x? + mx? + +nx + p. 
a) Să se determine m, n, p e D știind că funcția f admite extreme locale în 


x =-1, x =1 si cà [ f(x) dx = а. 


b) Pentru valorile determinate ale parametrilor sá se calculeze [D 5) ) dx. 
x 
(4 puncte) 
2 
1 
Sà se calculeze Í X ax. 
ех +1 


(ASE, Bucuresti, 2002) 
(2 puncte) 
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O1. 


O2. 


ОЗ. 


Testul З 


Se consideră funcţia f : E = 


л 


Паса 1- | 2 f(x): cos x dx, atunci: 


НТ: Ї(х)- 


2 
4 4e 
aj Di Ea; а= ®—®; 
е 4 4 e 


Sá se calculeze: 
1 


T 
Să se calculeze Їг In 1 + V3tg x) dx. 
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esinx x 4-5 o) 
2 


cos x — 2 sin x, x elo. z| 


(ASE, București, 1999) 
(3 puncte) 


(Univ. de Nord, Baia Mare, 1999) 
(4 puncte) 


(Univ. Lucian Blaga, Sibiu, 2000) 
(2 puncte) 
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Ш. APLICAȚII ALE INTEGRALEI DEFINITE 


Punctul de plecare al Calculului integral îl reprezintă calculul 
ariilor unor suprafețe plane și calculul volumelor unor corpuri de rotație. 

Încă din Antichitate, Arhimede (287-212 î.Hr.) a dat metode de 
calcul pentru aria segmentului de parabolă folosind aproximarea prin 
arii ale unor suprafețe particulare. Johannes Kepler (1561-1630) a 
stabilit reguli de determinare a volumului butoaielor prin descom- 
punerea corpurilor în părți foarte mici. 

Saltul deosebit în problema calculului ariilor și volumelor s-a 
făcut cu precădere în secolele al XVII-lea, respectiv al XVIII-lea, când 
Isaac Newton (1642-1727) si Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) au 
făcut prima fundamentare teoretică a domeniului calculului integral, 
aprofundată apoi de matematicienii Augustin Louis Cauchy (1789- 
1857) și Bernhard Riemann (1826-1866). 

Henri Leon Lebesgue (1875-1941) inițiază teoria modernă a 
noţiunilor de integrală, lungime, arie. 


Ф Aria ипе! suprafete plane 


În acest paragraf se va defini noțiunea de „mulţime care are arie“ 
81 se уа arăta că dacă f :[a, b] — D, este o funcţie continuă, atunci sub- 


graficul ei Г; = {(х, y)eDxD | a <x <b, 0 <y < f (x)) este o multime 


care are arie, iar aria sa se va calcula cu ajutorul integralei definite. 


<» DEFINIŢIE 


eO mulțime EcExE se numește mulțime elementară dacă 
n 

Е = UD; (1), unde D, sunt suprafete dreptunghiulare cu laturile 
1-1 


respectiv paralele cu axele de coordonate, iar oricare două suprafeţe 
diferite D;, D; au interioarele disjuncte. 


n 
Prin definiție, aria (E) = >`aria (D, ). 
i=l 


© OBSERVATII 
1. Reprezentarea unei mulțimi elementare sub forma (1) nu este unică. 
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2. Dacă mulțimea elementară E are două reprezentări de forma (1), 
n m n m 
adică E = | Ј0,, E - (ЈЕ, atunci > aria (Di) = > aria (F,) = aria(E). 
i=1 j=1 i=1 j=1 
З. Dacă E si F sunt mulţimi elementare, atunci ЕХЕ, Er F, E N F sunt 


mulțimi elementare. 
4. Dacă E, F sunt mulţimi elementare disjuncte, sau care au în comun 
cel mult laturi ale unor suprafețe dreptunghiulare componente, 


atunci aria(EUF)=aria(E)+aria(F). 
5. Dacă E, F sunt mulțimi elementare si E с Е, atunci: 
aria (E) < aria(F) si aria(F \ Е) = агіа(Е)– агіа(Е). 


++ DEFINIȚIE 
e Fie A o mulţime mărginită din plan. Mulțimea A are arie dacă: 
a) există două șiruri (Ej), (Fa) de mulţimi elementare, astfel încât 
E, c A c Fx, V n e Ëx; 
b) sirurile de numere reale pozitive (агїа(Е„)) si (aria(F,)) sunt 
convergente și lim aria (E, ) = lim aria(F, ). 
no no 
In acest caz se defineste aria multimii A, astfel: 
aria (A) = lim aria(E,) = lim aria (Fp). 
11-00 11--» 00 


© OBSERVAȚII 
1. Definiţia mulțimii mărginite A nu depinde de alegerea sirurilor de 
mulțimi elementare (E,) și (Б,). 


2. Dacă mulțimile A si В au arie, atunci AUB, AQB si A ‘В au arie. 
3. Dacă A si В au arie si A c B, atunci агіа(А) < агіа(В) si aria(B N А) = 
=aria(B)-aria(A). 


Cu aceste elemente pregătitoare se va putea arăta când o mulţime 
plană mărginită oarecare are arie și cum se calculează aceasta. 


[= TEOREMA 1 
Fie f :[a, b] > D o funcţie continuă și pozitivă. Atunci: 


a) mulţimea Г; = es y)eDx D |a<x<b,0<y=<f(x)) are агїе: 


b) aria (Tr) = | itx) ax. 
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Demonstraţie 

Fie (An), An =(а = х(2) < xn) <. до 1 зка b) un sir de divi- 
ziuni ale intervalului [a, b] cu lim ЇЛ | = О. Funcţia f fiind continuă pe 
[a, b] este continuă pe fiecare subinterval Ён! xi" | . Conform teore- 
mei lui Weierstrass, f este márginità si isi atinge marginile pe fiecare 
interval E хіп 2 x» i-Lk 


n° 


În consecință, există ul), v™ e Es ul astfel incát f (ч) = 


= m™ = inf ЦЭГ 5 Ён А ЦУГ) = МІ) = sup itx) E А is 


i=l, kù- y 
Se consideră dreptunghiurile cu py% 


= 


baza х()-х(9 si înălțimea m(”), res- 
pectiv M? (figura 1): 
TNNT s 


af? = E хү хх |o Mf" | HE X HEU EC x 
i-l poe 


1 1 


def k, def 
Se constituie multimile elementare E, - Up”, respectiv F. = 


= Ua) , care verifică relaţiile E, C Г, c F,, (1), si aria (E, ) = m™. 
1-1 1-1 
k, 
(xf? = xi Е Eat): (ac) = xim -бА, (£. a, respectiv aria (F, )= 
il 
k k 


Fiind continuă pe [a, b]. f este integrabilă pe [a, b] si astfel: 
['tx)ax- lim OA, (еш) = lim o4 (857) -апа(Ё,)-ана(Б,).(2) 
а поо noo " 


Din relatiile (1) si (2) si aplicand definitia multimii саге аге агіе, se 


obține са mulțimea Гү are arie si aria (Гү) 2! f(x)dx. Ш 
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1. Să se determine ariile subgraficelor funcțiilor: 
a) f, : [0,1] > R, & (х) =х?+х; b) f, :0,1| — R, f, (x) = sin x; 
c) f, :[L e] 2 R, f, (x) = In x; d) f, :[1 4] > R, f, (x) = Vx 
Solutie Figura 2 


Subgraficele funcţiilor vor fi reprezentate în 2| 77777777 
desenele aláturate (figurile 2-5). 


a) Avem: aria (Tr | = fof (x)dx TE + x)dx = 


Ъ) aria [T | = INE (x)dx -[; sinx dx = —cosx 


0 


c) aria (Г; ) = Ñ fs (x (x)dx =f ахах = 


= Хаахах-хїах | - [° x-Lax=e-x]$=1. 
1 1317 х 


1 
d) апа(гү,) = f f(x)dx =f Vx dx = | x2ax = 


E [у= 


14 
J 


» 
MIO 


1 
2. Să se determine aria mulțimii Г; in cazurile: 

a) f:[L e] > R, f(x) = хах; b) f: [-1, 2] o R, f (x) = га -xl 
Solutie 

a) Funcția f este continuă și pozitivă pe [1, e]. Rezultă că mulți- 
e е2 +] 
1 4 


x2 
mea Гү are arie si aria (Tr) =f xlnxdx = 2 5 2 >) 


b) ї(х)-4х-х ,хє(0,1) . Funcția f este continuă si pozitivă pe 
x’ —x, x e [1, 2] 


intervalul [—1, 2]. Rezultă că mulțimea Гү are arie si: 
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aria (rí) = [^f(x)dx = "pg х) ах | x - x?) ax f (х2 -x) - 
B хЗ x?) x. da : x? x? rpg 
Aa ale ро s 218 2 || 6 


Aria elipsei 
2 
Fie elipsa (6) caracterizată de ecuaţia хэлсэн repre- 
a 
zentată grafic în figura 6. 

Problema care se pune este: 9 Figura 6 
determinarea ariei suprafeței deli- 
mitate de elipsa (€) folosind inte- 
grala definită. 

Funcţiile ale căror grafice 
descriu curba (€) sunt următoarele: 


fj, f; :[-a, a] > R, fi (x) zB -х?, 
а 
f. (x) = Paz =”, 
а 


Deoarece funcţiile fj, fọ sunt funcţii pare, rezultă са aria supra- 


feței delimitate de elipsa (€) este egală cu aria(€)=4A,, unde A, este 
aria suprafeţei hașurate din figura 6. 


Avem: A, = | Б а? — x2dx = 2r ` Ja? - x? dx. 
Oa алд 
Folosind tema de proiect de la pagina 227, se obţine: 


А; = E ES -x° +a” arosinž 
a a 


Așadar, aria (&) = zab. 


a 
_ лар 


4 


0 


Dacă а =b, elipsa (6) devine cercul cu centrul in origine si raza 


R=a=b. Rezultă că aria (€ (O, R)) =лЕ?. 


Aria suprafeţelor plane cuprinse între două curbe 


Problemă-suport 


Se consideră funcţiile f, 6:1-2, 1] > R, f(x) = х? +1, g(x)=-x +3. 
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a) Să se ilustreze domeniul plan D mărginit de curbele reprezen- 
tative ale funcţiilor f și g și de dreptele 
de ecuaţii x = –2, x =1. 

b) Sà se calculeze aria acestui 
domeniu. 

Rezolvare 

a) Imaginea geometrică a grafi- 
cului funcției f este arcul de parabolă 
AVB inclus în parabola de ecuaţie 


y=x2+1, cu vârful V(0,1) si care 


trece prin punctele A(-2,5) si 


B(L2), (figura 7). Imaginea geome- 
trică a graficului funcţiei g este segmentul de dreaptă [AB], reprezentat 


în figura 7. Rezultă că domeniul plan D este regiunea hașurată. 
b) Se observă că D =T \Г,. 


Rezultă că aria (D) = aria (T,) -aria ( ис 8(х)4х- Г, f(x)dx = 
= f (e) = f(x))dx = Ns -Х4 2) х - [2 - хо + ax) 


-( 1 ЗӨ 3 4 4)-2 
3 9 3 2 2 


Această problemă sugerează modul general de determinare a ariei 
unei suprafețe plane mărginite de graficele a două funcţii continue pe 


un interval [а,Ь]. 


"| TEOREMA 2 
Fie f, g:[a, b] > D funcţii continue astfel 
încât f(x)< g(x), V x e [a, b]. Atunci: 
a) multimea 
Г. = (xy) eR"|a<x<b,f(x)<y< 8(х)| 
cuprinsă între graficele funcțiilor f si 6 si 
dreptele de ecuaţii x =a, x = b (figura 8), 


are arie si aria (Trg) = | (х) - f(x) |dx: 


b) даса g(x)2f(x)20, v x e[a.b]. atunci 


Figura 8 


aria (pg) = aria(T4) - aria (T; ). 
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Probleme rezolvate 
1. Să se determine aria suprafeței plane mărginite de graficele 
funcţiilor f,g:[-1, 1]—> R, f(x)=2*, g(x)- 4- x°. 
Solutie 
Reprezentările geometrice ale graficelor celor 
două funcţii sunt redate în figura 9. Astfel: 


aria (r, )= | [8(x) - £(x)]dx = 
2* J 22 3 


-[(4-=-2')-[ах-®- : 
E 3 lÀn4 


3 1n2 


2. Sà se determine aria suprafetei plane márginite de curbele de 

ecuații y = x? -3x si y = 2х - 4. 
Solutie 

Se determină mai întâi punctele de inter- 
secţie ale celor două curbe rezolvând sistemul 

2 2 `= 
de ecuatii Pm xu 
у-2х-4 

Se obţin soluţiile (1, —2) si (4, 4) care 
sunt coordonatele punctelor de intersectie ale 
celor douà curbe, figura 10. Asociem acestor 
curbe funcţiile f, g: [1,4] 2 R, f(x) = х? -3x. g(x) -2x-4. 


Din lectura grafică se observă cá g(x)2 f(x), v x e[L 4]. 
Rezultă cá aria (T, g) E Ї (5) - f(x)] dx = NES +5х – 4)ах = 


3 2 
3 2 


4 


2 


З. Se consideră funcţia f : (0, + o») — B, f(x) = log, x. 
2 


a) Sà se reprezinte grafic functia f. 
b) Sà se determine aria domeniului plan mărginit de axa Ox, graficul 
funcției si dreptele de ecuaţii x = 1, x = 2. 
Solutie 
a) Funcţia f este strict descrescătoare pe (0, +=), limf (x) = +; 
x>0 


іт (х) = -—o. Intersecţia curbei logaritmice cu аха Ox este punctul 


X00 


А (1,0). Curba logaritmică este redată in figura 11. 
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b) Considerăm funcția g:[, 2] B, Figura 11 


8(х)-0. Rezultă că aria domeniului plan 
cuprins între curbele 4%, ©, și dreptele de ecuații 


x=1,x=2 este: 
aria (T, g) = INFE f(x)] dx = 


1 
= | [H (x)]ax = Jie x dx = [ахах = 


=, хахах = ag (кх; -fix ax] = 2 (2m2-xf) = 
In2 41 In2 1 41 x In 2 : 
_ 2102-1 
№2 ` 


4. Să se determine aria suprafeței plane cuprinse între аха Ox si ima- 
ginea geometrică a graficului funcției f :[0, 3] >R, f(x) = х? -3x +2. 
Solutie 
Imaginea geometrică a  graficului Figura 12 
funcției f este redată în figura 12. 
Aria suprafeței plane hasurate este: 


d = [Г(х)ах+ [(0-[г(х))ах + | r (x)dx = 
= КЕ – Зх + 2)ах + -8х- 2) х + 


р nsn 
2 6 6 6 6 


5. O suprafaţă infinită 
Există suprafețe plane nemărginite care pot fi vopsite cu o 
cantitate finită de vopsea? U 

Solutie 
Ráspunsul este afirmativ. 
Într-adevăr, бе functia 


Figura 13 


f: b — D, íi) al cárei 
ХА +1 


grafic este redat in figura 13. 
Axa Ox este asimptotă orizontală spre +% și —o. Pentru a > 0, aria 


subgraficului funcției f pe intervalul [-a, a] este: 
р а 
871 (a) = | 


2 


[dine arctg x |? = 2arctga. 
-а x“ +1 SÉ 
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Analiză matematică e III. Aplicaţii ale integralei definite 


Е1. Să se calculeze aria mulțimii Г; in 


E2. 


A1. 


Aria suprafeţei nemárginite limitate de graficul funcţiei si аха Ox 
este egală cu: 


„/ = lim (а) = л. 


а-›+со 


Așadar, această suprafață nemărginită are arie finită. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 


cazurile: 
a) f(x) = 3x - 4, x e [2, 3]: 


b) f(x)- 9 х2, x e [0, 1]; 


с) #(х) = = 


P x є[3, 4]; 


d) f (x) = cos x, х [0,7 | 


1 


е) Месси саз x «|-2, o]; 
1 
f) duc == x e [1, 2]; 


g) f(x) = xe*, x e [0, 1]; 


h) f (x) = 


s sss Шр 5]. 
x?- 


Să se determine aria mulțimii T£ ç 
in cazurile: 
a) f(x) -x?, g£(x)-4x-1 x e [1, 3]; 


b) f(x)=2x-3, g(x) -x? +1, хе 


c) (=. 


8(х)-х-1, xe[L 3]. 
d) f(x)= e*, g(x)- e*, x e[O, 1]; 
e) f(x)=-Vx+1, (х)-4х-1,хє 
x € [0, 3]; 
f) f(x) = 0, g(x) = 2 sin x, x e [0, п]; 
8) f(x) = arctg x, g (x) = 0, xe 
є [-va, _ 1]. 

E3. Sá se determine aria suprafetei din 
plan, delimitatá de axa Ox si ima- 


ginea geometricá a graficului func- 
tiei: 


a) f (x) = 4- x?, x e[-2, 2]: 
b) f(x) = x? - 3, x e[-1, 1]; 
c) f(x) = 9 - x?, x e [-4. 4]; 
d) f(x) = 2x - x?, x e[-1, 3]: 
е) f(x) = sin x, x e [0, 2л]; 


APROFUNDARE 


Sà se determine aria multimii Гү 
pentru: 

a) f(x) = х2агсї x, хє [o. ~]; 

Ъ) #(х) = xIn2 х, хє Ге, e? |; 

с) f(x) = У4х - x2 x c [1, 3]: 


d) f(x)-|x 2|, x e[- 1, 4]; 


г 1- x?,x e[-1, 0] 
oboe оо 2| : 
e) f(x) - x? - 9|. x e[-4. 5]; 
(x)= == zl: x < [2, 4]. 
(х2 - 6х +5 


А2. Sà se determine aria multimii си- 
prinse intre curbele: 


a) y = x2, y = 8 - х2; 
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A4. 


A6. 


A7. 


A8. 


. Fie f:[0, 6) — D, f(x) = 


b) y = x° _ 4x, y = x - 4; 

c) y? =16-х?, y? = 6x; 

d) y2 = 10x, y = 5x; 

е) x? + y2 = 4, y - 3. x, x > 0. 


. Să se determine aria suprafeţei 


plane màrginite de graficul functiei 

f: р zd >R, f(x)- „lop. 5 
4 1+ cosx 

Ox si dreptele de ecuații x= O, 

_ Зл 

— 


axa 


x 


Se consideră funcţiile f:D > D, 
f(x)=-x2+5 si g:E' D, g(x)- 


1 š š 4 
= —>. Să se determine aria supra- 
x 


fetei cuprinse intre graficele celor 
două funcții si dreptele x = 1, x = 2. 
mase xe 
х2-4х-12 
Să se calculeze aria suprafeței măr- 


ginite de graficul funcției, axa Ox 
si dreptele x 4, x = 5. 


Se dă funcţia f : R N (2) > R, f(x) = 


2 

= £o rex Sá se determine aria 
x-2 

suprafeței delimitate de graficul 


funcției, axa Ox si dreptele x = -6, 
х-0. 


Se dă funcția f: N {1} — D, f(x) = 
2 


2 
= = Să se determine aria 
X - 
suprafeței mărginite de graficul 


funcţiei, asimptota oblică și drep- 
tele x = 2, x = 3. 


Interiorul elipsei x2 + 4y2 -4-0 
este despărțit de hiperbola de ecu- 
atie x2-4y2-2=0 in trei regi- 
uni. Să se afle aria fiecărei regiuni. 


A10. 


All 


А12. 


A13. 
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Se consideră funcţia Ё: [0, + oo) >R, 


e, x=0 
f (x)= 2 š 

(x+1)”, x>0 
Sà se arate cà aria suprafetei deli- 
mitate de graficul functiei, axele 
Oy si Ox și dreapta x -1 este mai 
micá decát „е“. 


Fie f, g : R > R, f(x) = xarctgx si 


g(x)=In (1 + х?). Să se calculeze 


aria suprafeței cuprinse între grafi- 
cele funcțiilor f și g și dreptele 
х-0,х-1. 


. Se consideră funcţia Ё:10, 2] — p, 


Ї(х)-2х- x?. Să 
me NR, astfel încât dreapta de ecu- 
айе y = mx să împartă subgraficul 


funcției în două mulțimi de arii egale. 
(Bacalaureat, 1998) 


se determine 


Fie funcţia f: ET =] >R, f(x)- 
2 2 


? x?-x,ae p. Sá se deter- 
mine parametrul ,a" astfel incát 


aria subgraficului functiei f sà fie 
egală cu (3/3 + 2л). 


= үа 


Fie funcția f : R > R, f(x) = 


2 
x“ +1 
= гг тт ас. ‚а є р. 
х +2х+3 
a) Să se determine valorile lui „a 
astfel încât aria subgraficului func- 


tiei f pe intervalul [a, a +1] să ia 


valoare maximă, respectiv valoare 
minimă. 
: ;4 S(a) 
b) Să se calculeze lim ——, unde 
aoo ina 


S(a) 
cuprinse intre graficul functiei si 
asimptota acestuia pe intervalul 
[-1, a]. 


reprezintá aria suprafetei 


Analiză matematică • IIl. Aplicaţii ale integralei definite 


A14. Fie funcțiile f, g :[2, + о) > R, a) Sá se calculeze aria A (b) a supra- 
fetei plane delimitate de graficele 
a 7 t 
x ( TONES GE 1) celor două funcţii pe intervalul 
| pa hi [2, b], b> 2. 
b) Să se calculeze lim A (b). 
x?-x?-x45 bo 
g(x)- 2 
(x -1) 


o Volumul corpurilor de rotatie 


Din studiul geometriei in spatiu sunt cunoscute o serie de corpuri 
geometrice pentru care se stiu formulele de calcul ale volumului: 
prisma, piramida, trunchiul de рїгагшаа, cilindrul, conul, trunchiul de 
con si sfera. 

În acest paragraf se va indica o cale de a determina volumul acelor 
corpuri obtinute prin rotirea subgraficului unei functii continue si 
pozitive in jurul axei Ox folosind calculul integral, care pentru functii 
corespunzátor alese sá conducá la formulele deja cunoscute pentru 
corpurile geometrice enumerate mai sus. 


Fie f : [a, b] — [0, +), o funcţie continuă. 
<» DEFINIȚIE 


e Se numește corp de rotaţie determinat de funcţia f, corpul obținut 
prin rotirea subgraficului acesteia în jurul axei Ox, fisura 1. 


Corpul de rotaţie determinat de funcția f se notează C; și 


С; = (к у, z) є DŠ 


Jy? +2° sf(x).asx «bj. 


Figura 1 Figura 2 


Cel mai simplu corp de rotatie se obtine prin rotirea subgraficului 
funcţiei constante pozitive, f(x) = г, x e [a, b]. în jurul axei Ox, figura 2. 


Acest corp reprezintă un cilindru cu raza bazei egală cu r si 
generatoarea (înălțimea) egală cu b-a. 
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Se notează C, = Їх y, z) eK? | Jy? +z? <r,a <x < bl. 


Se stie că volumul cilindrului C, este: УоЦС,)-л-г (b-a). 

Fie funcția pozitivă f :[a, b] >D si A=(a= xo «x; <... «x, 4 < Xn = b) 
o diviziune a intervalului |a, b], astfel încât f este constantă pe fiecare 
interval |x;_1,x;),f(x)=c;, V xe[x i. xy). ie (L2. ..., n}. 


Se spune că functia f este constantă pe portiuni. 


5» DEFINIȚIE 


e Se numește mulțime cilindrică elementară, orice mulțime care se 
obține prin rotirea subgraficului unei funcții constante pe porțiuni în 
jurul axei Ox, figura 3. 


Figura 3 


Volumul acestei mulțimi elementare este dat de formula: 
ц 2 
1-1 


Cu ajutorul mulțimilor cilindrice elementare se va defini volumul 
unui corp de rotație determinat de o funcţie pozitivă. 


« DEFINIŢIE 


*Fie f:[a, b] 3 R, si С; corpul de rotaţie determinat de funcția f. 
Corpul C; are volum dacă există două șiruri (G4) si (H) de 
multimi cilindrice elementare, asociate functiilor constante pe portiuni 
£y. hn :[a. b] 2 R, astfel încât: 

a) G, cC; cH, vneN; 
b) lim vol(G,)- lim vol(H, ) = 4. 
no n> 


Д def 
In acest caz, volumul corpului C; este: vol(C;) = 4. 


Cu aceste elemente pregătitoare, vom descrie o metodă oferită de 
calculul integral pentru determinarea volumului unui corp de rotaţie. 


276 


Analiză matematică • III. Aplicații ale integralei definite 


Demonstrație 
Fie (An), An = (a = x(9 « x(9 <.< сал « x™ = b) un sir de divi- 


ziuni ale intervalului [a, b], cu lim |А, |= 0. Notám m(”), respectiv МЇ?) 
п 20 

marginea inferioară, respectiv marginea superioară a funcției f pe 
intervalul р x? i=], kx. Atunci există ul”), vin) e Ён! x astfel 
incát rui") = тб"), СУ) -М09), 1-1, k... 

Pentru fiecare n eN se definesc funcţiile constante pe porţiuni: 
m(?) Е (ut). хє (ог 1541-К, 
F(xf?). x 2x9, оак, | 
Mí?» = r(vi). хє i; 1<i<k, 


(xf? x= x), О<1<К„ 


8n (x)= 


h, (х) = 


Corpurile de rotație G, si Н, generate de funcţiile g,, respectiv 
h, sunt mulțimi cilindrice elementare cu proprietăţile: 
(1) Gu, < Cr c H,, n e w; 


8) vo.) = Er (us? x) ae (a 


vol(H Ps Чу iu - xi") = сл, (а, vf. 


Functia f хаа аа rezultă că și funcția nf? este continuă, 
deci este integrabilă pe intervalul [a, b] și prin urmare: 


||? f?(x)dx = lim GA (xt? uf? = lim vol(G,) = lim o, (s^. vf?) = 
эю n" поо noo ^P? 

- lim a vol(H n). (3) 

n 


Din relaţiile (1)-(3) și definiția corpurilor care au volum, rezultă că 
Сү are volum si vol(C;) -1|, f? (x )dx.M 
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1. Să se calculeze volumul corpului de rotație determinat de funcția: 
a) f :[2, 4] > R, f(x)=2x-3; b) f:[0. 3] 0, f(x)=|2x +1|—|x - 1. 
Solutie 
a) Corpul de rotatie Су determi- 
nat de functia f este un trunchi de con 
(figura 4). Volumul acestui trunchi de 
con se calculează astfel: 


vol(C;) = л| хх = nj (4x? -12x + 


3 2 4 
+9)dx = Ч лах хөх шээг 


2 
3x, хє [0, 1] 


b) (= „iar 


х+2, xe(L 3] 


vol(C;) = л f?(x)dx = "|| вх dx + INE + 2); ax] =— m. 


2. Sà se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea 
in jurul axei Ox a multimii màrginite de parabola y2 =2px pentru 
x e [0, a] (paraboloidul de rotaţie – figura 5). 
Solutie 
Functia care determiná corpul de 
rotaţie este f :[0, a] > R, f(x) = J2px. 
Rezultă cá: 
х2 а 
vol(C;) )=x[° 2px dx = x: 2 = mpa?. 
0 


3. 5а se determine volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul 
axei Ox a semicercului superior cu centrul in origine si razà r (corp 
sferic — figura 6). 

Solutie 
Semicercul din enunt este caracterizat de 

ecuaţia x? + y? = г?, y > 0. 

Funcţia asociată este: 


f(x)» Jr? -x?, x e[-r, г]. 
vol(C;) = «| (г? -x^]dx = n. бж 


Analiză matematică • III. Aplicații ale integralei definite 


[x] 4. Să se calculeze volumul corpului obținut prin rotirea în jurul 
axei Ox a suprafeţei plane delimitate de arcele de parabolă y = 4 — 


-x? si у -2x-x?, cu y » 0 si axa Ox. 


Solutie 

Suprafața plană din enunţ este redată in 
figura 7. Volumul corpului de rotație С; generat 
prin rotirea acestei suprafețe este egal си: 


y (Cr) = a|” (4-х2) dax- nf (2х-х2| ах - 


= nj” (16-8x? *x*)dx af (ах? - 4x? +х^ ах = 


2, 2 
8x3 xŠ 4x? 4 x? 4961 
-7|16Х----4-- -T| —— -X +— = : 
3 5 3 5 15 
-2 0 
EXERCIŢII 51 PROBLEME 
= EXERSARE 
El. Să se calculeze volumele corpurilor ff: [-2. 3] >R, f(x) - x - 1; 
de rotatie determinate de functiile: 
a) f : [0, 2] 5 p, f(x)- 4x - x?; 8) f£:[0, 3] > p, f(x) = /3 - Vz; 


b) Ё:(0, z] > R, f(x) = sin x; h) f :[a, a +1] > p, 


c) c Ein f(x) = cos x; f (x) = Jx? (x - a); 
d) ї:[-1, 2] > p, f(x) = x? +1; i) f : [1, 3] 2 p, 


е) f : [1, 2] > R, f (x) = E Qc 
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E2. 


A1. 


A4. 


Sà se calculeze volumul corpului 
obtinut prin rotirea in jurul axei 
Ox a curbei definite prin: 


a) f(x)- gs nb з]; 


pului de rotaţie determinat de func- 
tia f. 


. Se consideră funcția 


є:[1, ve |> p, (x) - 5 mt. 


Sà se determine volumul corpului 
de rotatie determinat de functia f. 


Sà se determine volumul corpului 
obtinut prin rotirea in jurul axei 


Ox a curbei de ecuație: (x - 4) y? = 
= x(x-3), x e[0, 3]. 


c) f(x)- z-pxe[s 5]: 


earctg x 


d) f(x) = = 


, x e [0, 1]. 


b) f(x) = Ла хє [0, 1]; 
х +1 
APROFUNDARE 
Sà se calculeze volumul corpului | АЗ. 54 se calculeze volumul corpului 
de rotatie determinat de functia: obtinut prin rotirea poligonului 
ABCD în jurul i Ox, dacă A| ; 
a) f: lo. J > D, f (x) = arcsin x; (Dita jurul ане Оя dacă A0 
2 B(2, 3), C(4, 6), D(10, 0). 
b) f: СЯ > D, f (x) = хе“; 
2 Аб. Fie funcţiile f, g:[O, 1] > D, f(x) = 
c) f:[L e] > R, f(x) = vx In x; 
) f: [1, e] (8) = arccos x, g (x) = x - x?. 
d) f:[1 4| >R, f(x) = 3x +1 -|x - 3. Sá se determine volumul corpului 
de rotatie generat prin rotirea in 
Я 111 2 jurul axei Ox a multimii delimitate 
. Fie f: E z] 2Rf(x)-v-x'- de graficele celor douá functii. 
чле рне de mine vols U сог A7. Se consideră curbele de ecuații: 


2 


у = —x2 + 3x + 4, y = Зх – x2, unde 


у > 0. 

а) Să se reprezinte grafic aceste 
curbe pe același sistem de axe de 
coordonate. 

b) Să se calculeze aria suprafeţei 
plane mărginite de aceste curbe și 
axa Ox. 

c) Să se calculeze volumul corpului 
de rotaţie obţinut rotind în jurul 
axei Ox suprafața plană cuprinsă 
între cele două curbe și axa Ox. 


Calculul unor limite de şiruri 
folosind integrala definită 


În clasa a XI-a 


limitei unui șir de numere reale. 
Pentru anumite șiruri de numere reale calculul limitei se dovedește 
uneori destul de laborios, antrenând o arie largă de noţiuni și tehnici 
de lucru. 
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s-au studiat diferite metode de determinare a 


Analiză matematică e III. Aplicaţii ale integralei definite 


IF Exemplu 
Să se determine lim | 1 + 1 +... + 1 | 
пә=\п+1 n+2 п+п 
Solutia 1 (folosind elemente de analiză matematică de clasa a XI-a): 
Considerăm șirul (ад). ax = -— — HÀ 
n+l n+2 n+n 
• Studiul convergentei șirului (aj). 


a) Sirul (ap) este sir de termeni pozitivi si 0 <a, < n- «LvneN. Rezultă că 


șirul (ap) este sir mărginit. 
1 1 1 1 
2 P - 
2n+1 2n«2 п+1 2(п+1)(2п+1) 


са (an) este sir strict crescător. În concluzie şirul (а„) este sir convergent. 


b) Deoarece an. -ân >0, VneN', rezultă 


° Determinarea limitei șirului (a) 
Pentru determinarea limitei șirului (a4) se va folosi șirul: 
1 1 1 1 


X4) х)=—+—+—+...+ lnn, n М. 
(Xn). Xn 1*g*3 n š 


Pentru studiul convergentei șirului (x4) se folosește inegalitatea 


"asl 22 


-lnk < =, кеМ, (1), obținută prin aplicarea teoremei lui Lagrange functiei 
f:[k k +1] 2 R, f(x) 2 nx (temă). 
(1) * 
Avem хр = Xa =——In(n+)+Inn<o, vneN. 
п + 


Rezultă că șirul (xp) este monoton descrescător, deci este mărginit superior de 
termenul хү =1. 


Însumând relaţiile (1) pentru К-1,п se obţine: 2+ š rest «In(n«1)« 


n+ 
“та жыя ES inegalităţi din care se obține x, > In(n«1)-Inn» 0, Y nen’. 
n 


Rezultă că şirul (xp) este monoton si mărginit, deci este sir convergent. 
Legătura între sirurile (ад) si (x4) este dată de relaţia aj = xo, - Xn +In2. 


Trecând la limită in această relaţie se obține cá lim a, = 1n2. 
по 
Solutia 2 (folosind elemente де calcul integral): 


Termenul general al șirului (aj) se poate scrie sub forma: 


bou ad E ш) unde rio ən odo ү. 
олык түлүк mag AR юэ 


п 
Se observă că relaţia (2) reprezintă suma Riemann asociată funcţiei f pe intervalul 


[0.1]. diviziunii Aj -[°. E d 2) şi sistemului de puncte intermediare 
nn n n 
12 k n 
Bac | mar уюк]: 
nn n n 
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Analiză matematică e III. Aplicații ale integralei definite 


Funcţia f este continuă pe intervalul (0, 1], deci este funcţie integrabilă pe [0, 1] și 
k 


1 n 
astfel lim — ` f | 
n 


пә П k] 


1 1 1 1 
J= годах = Јо ах = mis J| = №2. 


Așadar, șirul (ap) este convergent si lim a, = 02. 
по 


» COMENTARIU 
Soluţia 2 arată са pentru anumite șiruri de numere reale al căror 
termen general se scrie ca o sumă Riemann atașată unei funcţii 


integrabile pe un interval [a, b], calculul limitei se poate face folosind 
integrala definită a acesteia. 


În acest sens, reținem următorul rezultat general: 


22221222 
I] 1. Să se calculeze limitele de șiruri: 
1 2 n 
p L oP p Pas < n 
a) 1 P ойн ‚рєм b) Їй en +2en +...+ nen |. 
n—° пр*! no n2 
Solutie 
рәр р 
a) Fie șirul CAR Bo сэн ‚рє. 


nP+1 
Termenul general a, se scrie sub forma: 
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Analiză matematică e III. Aplicaţii ale integralei definite 


=a BO == 


f:|[0,1]— R, f(x)= xP este o funcţie integra- 


115 А | L] ТЕМА 
bilă pe (0, 1]. Conform teoremei anterioare, Sq ss шш е 
rezultă cà: Ы пао 
i i yPH 1 1 іа folosind lema lui 
+ 
lim a, = | f(x)dx = | xPdx = pes a Ч 
Пп оо 0 0 p +1 " p +] Stolz-Cesaro. 


yl 2 п 
b) Fie șirul (b,), Б, = ale: + den ÀJ 
n 


n kann N k 


Atunci b, Hie + Ze dug: Bel- m (Eje БЭХ ) unde 
f :[0, 1] D, f(x) = хех. Deoarece f este funcţie continuă pe (0, 1], deci 
integrabilă pe (0, 1], aplicând teorema 4 rezultă са lim bs IRI (x)dx - 
= f хехах = [х(е*) dx = хех, -| e*ax - e*(x-1) Д el. 
2. Fie f :[0, 1] 2 P o funcţie integrabilă ре (0, 1] si șirul (аһ), an = 


n эвээ. * 
XC пем. 
п 


П р] 


а) Sà se arate са іта, = | (х)ах. 
no 0 


b) Să se calculeze lim + : +... + l ү 
п-со)20-1 2n+3 4n-1 


Solutie 
a) Considerăm diviziunea A, -(9. 2 2: TET SD х n 2) si 
nn n n n 
sistemul de puncte intermediare & = (8), £5, ..., Ško ..., £y), ne N', unde 
ёр авг 2 : B К =1, п (mijlocul intervalului). 
2n n n 
Rezultă că a, = У f(ëk)=oA (f, Ë). 


Deoarece f este M integrabilă pe intervalul [0, 1] se obține că 


1 
lim a, = ЇЇ! (x)dx, ceea ce trebuia demonstrat. 
п-›со 
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TU 1 1 n 
b) Considerám Зил Unos e TÄ тта у> 
14 1 1 1 &,(2k-1 1 
x : а Г:10,1 p. f ea ses 
2а 412-1 2 то E J шах шини 1+х 
2п 


este funcție integrabilă pe intervalul [0, 1]. 
Aplicând punctul a) se — cà: 


| | 1 1 L) 1 1 1 

lim + +... + = [0 ->f =—. 

пә=\2п+1 2n+3 4n-1 01+x 2 
An(x +1), = №42. 


3. Fie f: [0, 1] (1, +) o funcţie continuă pe (0,1| și șirul (a,), 


| [iin f(x)dx 
a) Să se arate са lima, = e? . 
11-29 ° 
b) ба se calculeze lim "Ë + Jt 4 2). Ë + n) 
noo n n n 


Solutie 
a) Termenul general al șirului (a, ) se scrie sub forma: 


GEI). tette] emite) 


ap =E 
Considerăm funcția g:[0,1] > R, NE REAMINTIM! 
g(x)=Inf(x), care este funcţie integra- ха: 250,80. 2321 


bilă pe intervalul (0, 1]. 


lim SI 45) [8(х)йх [ In f(x)dx 
Rezultă cà lima, 2 e" ki i7 = e° =e" | 
п 00 


b) Se aplică punctul a) pentru funcţia Ё: [0,1] > R, f(x) -1«x si 
se obține limita: 


1 1 ux 4 
lim 25212) Тус иш ла 
поо п п п е 
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EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


EXERSARE 


El. Să se calculeze limitele sirurilor 


n n/.2 nan 
(an) folosind integrala definită, e) a, = Че + Хе = муу с 
dacă: à 1 ñ 1 "A 
1 2 n n = “ 
а) an =-z t-z tee t-z Ма2 +1 Vn2+22 
n^ n n i 
4 4 4 + ; 
b) ial Ө +(2) Шин Н n? + n? 
nin n n 1 1 
) an = + Tet 
eii 21442 + 43 +... + 4n. ^ Jan2 1 42-22 
"n nn , 1 
+ š 
n n 2 2 
d) a, = + E 4n" -n 
f on 3d n 2* 
хаш a 
n? +n?’ 
APROFUNDARE 
Al. Folosind integrala definită, să se 32 n2 
calculeze limitele sirurilor (ад). TnS вп2 |° 
е п+1 п+2 
а) a "[ 1 - 1 +... + c) an = a 12 п2 +22 d: 
= - + n^ + 
: 12 +302 22+3n2 
i n+n 
220 
+ : п? +n 
ns эз) 1 2007 
b) a, = 1 1 1 | а) ТЕБЕ - 


c) a, = : | : + =: + +) 
^ па (Л+а V2+n  У/20/ 
4) a, = 111 + 2-- + и. 
n = 2 We ac з ЛИГ : 


А2. Să se calculeze limitele sirurilor 
(an) folosind integrala definită, 


știind că: 
a) a, = 2115. g tet 
1-4n 2° – 4n 
n 
“агаад 
1| 12 22 
x Macr goa 
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+m(1+ 2008), sse m(1« 2). 
n n 


АЗ. Folosind integrala definitá, sà se 


calculeze: 
2 2k-1 


n 

b) lim 4n 1 2 
noo к 4n? + (28-1) 

с) tim 1 1 + 1 | 
noo(3n-2 3n+5 6n-1 

1 1 1 
d) lim + + +... + 
) а п-43 п--/7 


1 
+—— l|. 
—| 


Analiză matematică * 111. Aplicații ale integralei definite 


A4. Să se arate că: Аб. Se consideră funcția f : ËD — R, cu 
a) lim эв proprietatea cá f(n +1) e[n, п +1), 
S UE VneN. 
T A . 
(n? +12)(n2 EN +n?) L22”, Să se calculeze: 
: 1 1 
1 a) lim + dus 
b) lim —. noo(n-f(l) n+f(2) 
noo yn 1 
: 8(14-/0)(12 + /n)...(Vn + Vn) = Je. E 
A5. Să se verifice egalitátile: b) lim 1 E 2 T 
mE! n 2n noo|n-1-f(l) 2n+4-f(2) 
a) lim COS — + cos Tec 
noon n n " 
Фан 
€ = 0; 2n? "us 
n 
n Кл _ 2 š go р. n ^ 
b) lim — 252 sin — =£; A7. Sà se calculeze limita sirului (ад), 
mee 27 EE: dacá: 
T- In 4 1 1 1 
c) lim} Ў x. arctg“ ; a) аһ = 2 + get zd 
Poon кы 5 usb 7-2 nac 
n Кл кл 2 з n+1 
d) lim — Уез sin 27 cos 27 = b)a = 1 5 1 ” 
no П к 2n 2n ) аһ EI DEI Ep 


. Л 
х олжээ”! 
= 2-(1+ sin1- сов1); 
kx 3/3 2n - sin Č 

n 


e) lim tg 2 =— 1. 
ЦЭЭЖ, 3n T 


TESTE DE EVALUARE ww 


Testul 1 (pe două grupe) 


O1. Să se calculeze aria suprafeței plane cuprinse între curbele: 
Grupa 1: y = х3, y = 4x; Grupa 2: y = 2x3, y= 5х 
(8 puncte) 
O2. Sà se calculeze volumul corpului de rotatie generat de rotirea graficului 
funcţiei Ё:10, л] > R, în jurul axei Ox: 
Grupa 1: f(x) = sin2 x; Grupa 2: f(x)=2 sin? x. 
(3 puncte) 
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Оз. 


O1. 


O2. 


Оз. 


Ol. 


O2. 


Оз. 


Sà se calculeze limitele: 


уп-1-40-2-..-42П. 


Grupa 1: lim ; 
PET re n/n 
Grupa 2: lim 1 + 1 +... + 1 . 
пә=п+1 0+3 3n-1 


(8 puncte) 
Testul 2 


Se considerà functia Ё: (0, + oo) > D, #(х) = 2х +axlnx. Sá se determine 
аср știind cà aria suprafeței mărginite de graficul funcţiei f, аха Ox si 


2 
dreptele х = 1, x = e este egală cu Be c 


(3 puncte) 
Sá se determine volumul corpului de rotație С; determinat de funcția 
JX-arctg x 
f : [0, 1] > p, f(x). ES, 
1-х 
(8 рипсїе) 


Sà se calculeze integrala [m + х?) dx si limita șirului (ад), 


n-1 
ад zb In(x? ха) аа-а) neN'. 
k-1 


(3 puncte) 
(Bacalaureat, iunie, 1998) 


Testul 3 


Se considerá curbele de ecuatii y = x? 


-mx si y =x +m, m e D. 

a) Să se determine aria .Z (m) a suprafetei plane cuprinse intre cele douà 
curbe. 

b) Să se determine m e R astfel încât ./ (m) = 96. 


(4 puncte) 


Se consideră n є № si funcția f:|-1, 1] > R, f (x) = cos (n arccos x). 


Sà se determine: 
a) volumul corpului de rotaţie Cç; 


b) ne N° pentru care vol(Ce) = 22, 
(З рипсїе) 
* In(k+1 
Fie k є М. Sà se arate cá tim ( 1 + 1 Ves 1 J: n ( S E 
n>o\n+k n+2k n + nk k 
(2 puncte) 
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Teme de sinteză 


O1. 


O2. 


O3. 


Ол. 


O5. 


O6. 


TEMA 1 
- Multimi de numere: D, € - 


Notiuni de recapitulat 


SETUL 1 DE PROBLEME (MULȚIMEA R) 


- forme de scriere; 
- parte intreagá; 


-1 : : 
-(.3 А - parte fractionará; 
Aum (зз) + ү0,8(3) :0,0(3) si - relaţia de ordine pe D; 


Se dau numerele reale: 


т \? - - operaţii; 

y- (=) . [0, 125-0,25+ (-1)* | : - puteri și radicali; 

2/3 - logaritmi; 
a) Sá se determine media aritmetică, media geo- | — intervale; 
metrică si media armonică a numerelor x, y. - multimi márginite; 
b) Sá se calculeze [x + y]. (y - x) si - vecinátáti; 

a 5 - elemente de logică mate- 

1083 (xy) . тайса; 


4 — tipuri de rationamente. 


Se dă numărul real x = sss: ncZ. 
2n-1 


a) Pentru п = 1 sà se calculeze produsul primelor 3 zecimale ale lui x. 
b) Sá se determine multimea A - (n є N | x e N) $ 


Să se determine m є R astfel încât să existe: 


a) Хт (m + 2) х2 - (2 + m)x «1 pentru oricare x є E; 


2 
b) log, n — * 


m-3 


Sà se rationalizeze expresiile: 
1 1 1 


a ; b ; с : 
) 16-18 йл ) 16-38 
Sà se demonstreze са: 
1 1 1 n+1 * 
a + oet =1 ,VneN; 
) Vg «241 248342 пуп «1 «(n « 1) /n п+1 Е 


1 1 1 1 * 
+ + Ea > Ха, Y nen”. 
1 /2 s Ма 


b) 


Se dau intervalele de numere reale 1- (^ х?), Ј = (х? -1l + ©) 51 
К = (1 - X, 3) š 


Să se determine x є R pentru care: 
a) K este interval simetric; 
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Teme de sinteză 


O7. 


OS. 


O9. 


O10. 


O1. 


O2. 


Оз. 


b) K este interval centrat in a = -1; 
c) J este vecinàtate a punctului a = 3; 
d) KcInJ. 


Să se aducă la forma cea mai simplă expresiile: 


а) logo,32 (2 2 -108 1 AE. 


b) log; (m e“) - logg 384 + logg 3 – s 4ө%2 3. 


x+1 
х-а 


Fie multimea А(а, b) = | 


xe(b +e), bza}. 


a) Să se arate că A(1, 2) este multime mărginită si să se afle inf A, sup A. 
b) Să se arate că A(1, 1) este nemărginită superior si sà se determine 


multimea minorantilor. 


x+1 


Se consideră funcția f : R — R, f(x)=—  — Să se determine Im f. 
х +x+1 


Să se determine mulțimea de adevăr a predicatelor: 
a) р(х): dx -3х- 1)(х? - 3x- 3) =5, x < w“; 
b) р(х, y): „(2х+у + 2) 2 + (4x + y +5)J7 = 0, x, y e Q“. 


SETUL 2 DE PROBLEME (MULTIMEA Є) Notiuni de recapitulat 
Să se determine x, у є pentru care |- forma algebrică; 
: . — forma trigonometrică; 
are loc egalitatea: 2 
- operații cu numere complexe; 
a) Е -1, зу) " (z -1_ axi) Ё - numere complexe conjugate; 
2 3 - modulul unui număr complex; 


-2(у-х)- - rezolvarea in Є а ecuatiei de 
gradul 2 cu coeficienți în R; 


3+ xi x+y : 
=1; - aplicatie in geometrie. 


(3-2i) (3-21) 
c) (x + 2y +i)(y - i) = (y + x + i)(3 - 4i). 


b) 


Să se calculeze opusul, inversul, conjugatul si modulul numărului complex 
(1 -1)(/3 +1) 
z=— —. 


1-1 


Sà se determine numàrul complex z in cazurile: 


2 -2*4i, 


a) z =; b 2z+z-z=4+2i; c)i|z|-|z-1|-1- i. 
2-1 
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Teme de sintezà 


Ол. 


O5. 


Oe. 


O7. 


OS. 


O9. 


O10. 


1 : 
x? + =), dacă 


x 


Fie S suma valorilor distincte pe care le ia a,- 


x?4x41- 0, п є №. Atunci: 


а) S = 4; b) S = 3; c) 5-5 d) S=8; e) S- 12. 
(Admitere ASE, Bucuresti, 1997) 


Fie А -іхеЄ | z.z-2, 2233 =1(. Dacă S = > z, atunci: 
z-3i ZA 
€ 
а) S-1-2i; b S-3; с) S-1-«2i; d) 8--2-25 
(Admitere ASE, Bucuresti, 2004) 
i 249. 1 2997 
Valoarea expresiei E = este: 
3 id? +i3 +... + 12009 
a) -i b) 2007; с) 0; 4) 4-1. 


a) Se consideră ecuaţia x? - 4x 4 5- 0 cu soluțiile Хү, хо. Să se calculeze 


2 2 
2 2 4 4 X -3 х^ +3 
ХІ + X5, x? + х3, XI + X5, L 2 . 
х|-1 x5-1 


b) Sà se formeze ecuatia de gradul 2 си coeficienti reali care are o solutie 
1-31 
2-1 


dată de z, = 


Se consideră ecuaţia bipătrată x^ _ 2mx2 + (m + 1)? = 0, m e D. Să se deter- 


mine m astfel їпсаї ecuatia sà aibà: 
a) toate solutiile in С N D; 


b) două soluţii reale. 


Se dau numerele complexe 21 =1+ 1/3 si z>=1-i. 
a) Sá se scrie sub formă trigonometricá z, si 25. 


15 
b) Să se calculeze (2122 үн , (2) si rădăcinile de ordinul 4 ale numărului z,. 
22 


Se consideră punctele A, B, C cu afixele 24 = 6 + 5i, Zg = 7 – 3i, zc = -2 + 4i. 


а) 54 se calculeze perimetrul triunghiului АВС. 
b) 54 se determine distanta dintre centrul de greutate al triunghiului si 
centrul cercului circumscris acestuia. 


c) Sà se determine punctul D (4 + bi) stiind са este coliniar cu punctele А si B. 
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Teme de sinteză 


O1. 


O2. 


Оз. 


O4. 


O5. 


Ов. 


ТЕМА 2 
- Funcţii. Proprietăţi — 


SETUL 1 DE PROBLEME 
Fie funcția f£: — R, f(x)=ax2+bx+2,a, b < R. 


Notiuni de recapitulat 


a) Pentru а-0, să se dea exemplu de o | ` monotonie: 
- màrginire; 
funcție f care să fie strict crescătoare pe R si | _ paritate-imparitate; 
de alta care să fie strict descrescătoare pe R. — convexitate-concavitate; 
b) Dacă b = О, să se precizeze paritatea (impa- | periodicitate; 
ritatea) functiei obtinute. - injectivitate; 
с) Dacă а-1, b = -3, să se arate că funcţia f |- surjectivitate; 
este mărginită inferior si să se precizeze dacă |` ЭРЭХЭЭР 
este functie convexà sau concavà pe D. Ë шуегза 1 аге, 
— continuitate; 
— derivabilitate; 
x+m,x>1 imitivabili E 
Se dă funcția f : D 5 D, f(x) = " . = primitiva bi itate; 
-x^ +2x, x <1 - integrabilitate. 


a) Pentru m = О să se arate că functia f este 
inversabilă și să se determine f p^ 
b) Sá se rezolve ecuatia 4|t (x) SS iis (х) | = 7 – 7х. 
c) Să se arate că funcţia f~! este strict crescătoare ре R. 
Să se studieze injectivitatea și surjectivitatea funcției: 
a) f : C€ —> €, f (z) = 2z + 5z; 
b) f : € — €, f (z) + 2f (z) = 2z + 32, V 2є Є; 
3x-1 


c) f: R \ {-2} > R \ {3}, f (x)= ism 


Fie funcția f: — D, f(x) = Зх + 4. Sá se determine funcția g :D > P cu 


proprietatea cá (£ ogo f~) (x) - >x +1. 


Sà se studieze periodicitatea functiei: 


a) f: # — D, БЕНЕН; 
2 3 
b) f : R > D, f (x) = 2 sin Зх. 
Sà se arate cà: 
a) funcția f : Ma (D) — Mə (D), f (X) = X? nu este surjectivă; 
b) funcţia f£: $, — Sp, f(x)-oxo 1, unde ceS, este funcție inversabilă si 
sà se calculeze f `1; 


c) funcția f : Z, > Zn, f(x) = x? + x+ 1 nu este bijectivă pentru n є (2. 3, 4, 5). 
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Teme de sinteză 


O7. 


O1. 


O2. 


Оз. 


O4. 


O5. 


Câte funcții f : (1, 2, 3, 4} > (1, 2, 3, 4) injective, verifică egalitatea: 
a) f (1). f (2) = 4; b) Е(1)-1(2)-32 


SETUL 2 DE PROBLEME 
9% -4.371 } 12, x<1 
Fie funcția f : R — R, f(x) = : 
-15x? -ax+a, x>1 


а) Sà se arate cà pentru а =1 funcţia este continuă. 
b) Să se studieze continuitatea funcției f discutând după a є D. 


рх, x e [O, 1) 
Se consideră funcţia f :[0, 2] > D, f(x) = 1m, x - 1 
x? +q, x e (1, 2] 
Fie A = (р, т, q) < PË | f derivabilă ре (0, 2) , S= > (p+m+q). 
(p. m, q)eA 
Atunci: a) S = 7; b) S=-1; с) 5-0, d) S-10; е) S- 8. 
(Admitere, ASE, Bucuresti, 1998) 


Se considerá functia f : D — D, f(x) = (-1)*\ Ë +a. B + 3 +3, a, b < p. 


раса А = (ба, b) ep? | f este periodică cu perioada 2 si continuă in x = 1) și 
S- > (a+b), atunci: 
(a, b)eA 
a) S = 2; b) S=-1; с) S-0; d) S--3; е) S= 4. 
(Admitere, Economie generală, București, 2002) 


х-1-а,х-2 
Se consideră funcția f : R — D, f(x) = b. |z _ 9| +2, x < [2, 4]. 
x-5|+ bx +4, x > 4 
a) Sá se determine parametrii a, be R știind că funcţia admite primitive pe R. 
b) Să se determine primitivele funcției f pe intervalul [1, 4]. 
с) Să se arate cá pentru orice a, Ь є 0, f este integrabilă pe intervalul 
1-1, 5]. 


d) Să se determine a, be R astfel încât [2 f(x)dx = 14 si [t (z) ax = 39. 


Se consideră funcția polinomială f : D — D, f(x) = x? + ax + 85x - 2. 

a) Să se determine a e R știind cà f"(-3) = 0. 

b) Pentru a - -30, să se precizeze intervalele de monotonie si convexitate- 
concavitate ale funcției f. 


292 


Teme de sintezà 


Ов. 


O7. 


O1. 


O2. 


Оз. 


a) Sá se demonstreze cà suma a două funcţii convexe f, g :1— R (I interval 


deschis) este funcţie convexă. 
b) Să se arate că următoarele funcții sunt convexe: 


f: D > R, f (x) = ax + bx? + ex + d,a, b, c, deR si a, b> 0; 
h : (0, +) > R, h(x) = 4x* + 3x? - 5x + 7 + log, x. 
5 
(Bacalaureat, 1999) 


Se consideră funcţia f : R — R continuă si a > O astfel încât: 
[2 f(t)dat-3, v x ep. 
x 


Să se stabilească valoarea de adevăr a propozitiilor: 
a) f este periodică; 

b) f este injectivă; 

c) f este surjectivă; 

d) f este mărginită. 


TEMA 3 
- Ecuatii, inecuatii, sisteme de ecuaţii si inecuatii — 


SETUL 1 DE PROBLEME 
Să se determine x є D în cazurile: Noţiuni de recapitulat 


a) 2c (Ер. 223 - semnul funcţiilor de gradul I 
3 2 5 si de gradul II; 
b) Зх+1є [2х, x? + 1]. - tipuri de ecuaţii, inecuatii, 
sisteme: 
° de gradul I și II; 
Fie funcţia f : D — R, ° cu parte întreagă si parte 
f (x) = (2m + 3)x2 - 2(1+ 3m)x + 7, fracționară; 
m = ° cu modul; 


° irationale; 

° exponentiale; 

° logaritmice; 

° trigonometrice; 


a) Pentru ce valori ale lui m graficul 
funcției f intersectează аха Ох în două 
puncte distincte? 

b) Să se determine т є pentru care * combinatorice; 

graficul functiei este situat sub axa Ox. * cu permutári; 

c) Sá se determine meD astfel încât e matriceale; 

ecuația f(x)=0 să aibă soluțiile * sisteme de ecuații liniare; 
negative. ° algebrice cu coeficienți 
d) Să se determine meR astfel încât Nântr-un corp. 

soluțiile хү, x; ale ecuației Ї(х)-0 să 


verifice relația x, + 2x> = 3. 


Se consideră ecuaţia x? — |х| = тх(х+1), m e R. 

Паса M = (m єр | ecuatia are exact trei ràdàcini reale distincte) ‚ atunci: 

a) М-(-с,-1|:5) M = (-1, 1); c) M = (2, +œ); d) M = Ø; e) M = D. 
(Admitere ASE, București, 1997) 
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Fie a- le. era ES EXE 


DacáM- У X atunci: 
(x. y)eA Y 
a) м - 39, b) м-2, c) M-24, d) M = 7; e) MES 
20 8 7 29 


(Admitere ASE, Bucuresti, 2003) 
Sà se rezolve: 
a) + 2 5-4 = 11; (Bacalaureat, 2002) 
х-4 х-4 3 
b) 44-x? > 1 — x; 
с) (7 - 4/3)” +(7+ 448)” =14. 


Se dă funcția f : D — D, f(x) = 12 - Ig x. 
a) Sà se determine D. 
b) Să se determine x єр, astfel încât termenul al cincilea din dezvoltarea 


6 
binomului (1 + x sà fie 15. 


(Simulare Bacalaureat, 2000) 


Pe R se definește legea de compoziţie „o“ prin xoy =X +y -1, V x, y e D. 
a) Să se rezolve ecuaţia 2* ° 4 = 5. 

b) Să se rezolve їп N' ecuaţia со о cl o c2 = 44 «n. 

с) Să se rezolve in R inecuatia хо x? «1. 


(Bacalaureat, 2002) 


Sà se rezolve sistemul de ecuatii: 
AY -10AY!,cl- Scr". 
(Admitere Universitatea Transilvania, Brasov, 2002) 


54 se rezolve ecuatiile: 

a) 2sin? x + 5 cos x - 4 = 0; 

b) sin x + 2 sin Зх + sin 5x = 0; 
c) V3 sin 2x + cos 2x = 2. 


Să se rezolve sistemele de ecuații: 
2 Y. 2 2 = 
х^ +2° = 8 = Зх – +1=3 
a) : px +Y 5 : В У 1 
x+2Y*1 —10 log, x - log, y =1 —x+2 Jy +10 = 5 
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SETUL 2 DE PROBLEME 
Sà se rezolve ecuatiile: 


X411 x+3 2x+5 
I b)|x-1 x 2x +1|=0. 
2x +6 2х-3 x 


x i х-1 1-1 


а) 


1-х i+x 1-1 х-1 


Хү X2 Хз 

Să se calculeze determinantul D = |х, хз ху știind cá ху, X2, хз sunt 
Хз Xj, X2 

solutiile ecuatiei x? - 2x? + 2x +17 = 0. 
(Admitere Universitatea Brasov, 2000) 


Sá se determine а є R astfel încât ecuația: 
2-a a-x х-1 
2 2 -1 


1-x x = 0 să aibă o rădăcină dublă număr întreg. 


2-а-2х х-а x-2 

Sà se rezolve ecuatiile matriceale: 

ү р bato t eA eu t 
313 6ГХ-10 12^ БАГТ иш e Jf, (€). 


123456 (123456 
351264/" (432615 
signatura permutărilor o si f si să se rezolve ecuațiile: 


Fie о, В є $5, a 4 | Sà se determine 


- Ë 5 
a) а!0х = В16; b) e 200yp-101 — (ap)50. 
2 1 3 
Fie matricea А-11 -1 1 |є.йз (Е). 
1 2 m 


a) 54 se determine rangul lui A in functie de m. 
b) Pentru m - 1 să se calculeze A1. 
2x+y+3z=1 
с) Sà se rezolve discutând sistemul de ecuații liniare 4x y +Z = -1 
x+2y+mz=m 
(Admitere Universitatea Craiova, 2004) 


Se dă sistemul de ecuații liniare: 

2x-y+z-t=1 

х+у+а2 += 1, а, Ъ є Е. 

x+y+z-t=b 
a) Să se determine a si b astfel încât matricea sistemului să fie de rang 2 si 
sistemul să fie compatibil. 


b) Pentru a = -1 si b=1 să se rezolve sistemul. 
(Bacalaureat, 1999) 
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Sà se rezolve ecuatiile: 
a) x^ - 15x? - 16 = 0; b) 3x? + 7х2 + 7x 433-2 0; 
c) х“ - 8x? + 14x? - 8x + 1 = 0; d) 2x^ + x? - Ax? - 10x - 4 = 0. 


Sà se rezolve ecuatia in conditiile date: 

a) 4х3 - 12x? + 11x + За = 0, dacă soluțiile sunt in progresie aritmetică; 

b) 2x? - (x + 4) x? + 7x — 2 == 0, dacă soluţiile sunt in progresie geometrică; 
c) x^ 6x? + 2х2 _бх+а- 0, ає © si xi = 3-22. 

d) х“ -4x5+x2+ax-20=0,acR si xy =2 + i. 


Fie polinomul f є 25 [X], f = Х + ax? + 2X +b. 

a) Să se determine a, be 25 ştiind că f : (x + 4)(x + 2). 

b) Pentru a =b - 1 să se descompună polinomul f în produs de factori ire- 
ductibili. 

с) Dacă de 25 [Х] este c.m.m.d.c. al polinoamelor g = X?.8X.1 sif 
pentru a = b = Í, sà se rezolve ecuatia d(x)- 0. 

d) Sá se afle posibilitatea ca polinoamele f si g să aibă cel puțin o rădăcină 


comună. 


Să se arate că: 
š a b : A2 
a) dacă A = xod € Ma (Є), atunci A“ - (a + d) A + (ad - bc) I> = O>; 


b) există o matrice M e .//2(C), pentru саге rang (M) = rang (M? : 
с) dacă matricea B e .//2(C) este inversabilă, atunci matricea В" este inver- 
sabilă, V n є №”; 
d) dacă matricea D e ./ə(€) verifică relația rang(D) = rang (р?) ‚ atunci 
rang (D) = rang (D”), vneN. 
(Bacalaureat, 2006) 
TEMA 4 
- Elemente de geometrie plană - 


Fie triunghiul ABC si M, N, P mijloacele 


Notiuni de recapitulat 


laturilor [ВС], [CA], [AB]. Sá se demon- | vectori în plan; 
streze cá pentru orice punct O din plan au |- operații cu vectori; 
loc relaţiile: - vectorul de poziţie al unui 
a) OA + OB = 20Р; рапс 2. У 

) A : : : : - coliniaritate, concurentà, 
b) ОА + ОВ + ОС = ОМ + ON 4 OP. paralelism; 

1 _ — funcții trigonometrice; 
Se consideră punctele A(3, 2), B(8. 4). | _ aplicaţii ale trigonometriei 
C(8, 8), D(3,6). în geometrie; 
SER EN — dreapta in plan - ecuatii 

a) Să se arate că vectorii AB si CD sunt | ale dreptei; 
vectori coliniari. - calcul de distante; 
b) Să se determine coordonatele punctului (= arii. 


M dacà AM - AB - CD. 
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c) Sá se determine coordonatele punctului N astfel incát BCND este parale- 


logram. 
d) Sá se arate cá punctele C, M, N sunt coliniare. 


Fie D, E, F mijloacele laturilor [BC], [CA]. [AB] ale triunghiului ABC. Sá se 


arate cá: 
a) AD. BC + BE. CA + СЕ. AB = О; 
b) OD. BC + OE. CA + OF. AB = 0, V Oc 2. 


Să se verifice dacă au loc egalitàtile pe domeniul de existență: 
a) sin? x sin x + cos x 


- = 2 = sin x + cos x; 
sin x — cos x tg“x-1 


b) 2 (sin? x + cos x) - 3 (sin^ x + cost x) +1=0; 


cos(-480°) tg570".sin675* | 46 
cos 660° cos900 6 ` 


Să se calculeze sin(a+b) si cos(a-b) dacă sina = S. sinb = -2 


Să se aducă la o formă mai simplă expresiile: 
sin 27x + sin 13x, 
cos 41x - cosx ' 


sin? 3x — sin? 7x . 


b) : 
cos? Зх — cos? 7x 


2 


c) sin x + 2cosacos x cos (a + x) - cos? (a + x); 


d) ш хуц, 


Să se demonstreze că pentru oricare а, х є D au loc relațiile: 
a) (1 - sin a) x? - 2x cosa +1 + sina > 0; 


b) sin“ x + cost 


1 
х>—. 
2 
Se dă triunghiul ABC în care se cunosc а = 12, В = 105°, С = 15°. 
а) Sà se rezolve triunghiul АВС. 
b) Sà se calculeze aria suprafetei [ABC]. 


c) 54 se determine lungimea medianei din A. 
d) Sà se determine R si r. 


Se dau punctele A(a+1,2a-1),B(3a-2,a-1), С(4, 6), D(1, О), 


tincte. Să se determine а є R în cazurile: 


a) centrul de greutate al triunghiului ABC este situat pe prima bisectoare a 


axelor de coordonate; 
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3 
b) «Давс = 2” 


с) A, B, D sunt puncte coliniare; 

d) dreptele AB si CD sunt paralele; 

e) dreptele AD si BC sunt perpendiculare; 

f) punctele А si B sunt egal depàrtate de dreapta CD. 


TEMA 5 
— Siruri de numere reale. Limite de funcții — 


Fie (ад) o progresie aritmetică. 


a) Sá se determine a, si ratia r dacă 


Notiuni de recapitulat 


2а5 – Заз + ao = 42 si a5. as - 112. - siruri monotone; 
n — şiruri mărginite; 

b) Să se calculeze suma $, = > ас. - progresii aritmetice; 

k=1 — progresii geometrice; 

5 222 S; - limita unui sir; 
e) Sa se caleuleze ша - criterii de existență a limitei 
n nn 
unui sir; 
4 — siruri tip; 
Fie (ад) o progresie geometrică în care |. cazuri de nedeterminare; 
ag Si ag sunt respectiv cea mai mică si |- limita unei funcţii într-un 
cea mai mare soluție a ecuației punct; 2 322 S 
1 - operaţii cu limite de functii; 
= [1+ loga (3x - 2)] = loga (1+ /10х -11). |- calculul unor limite de șiruri 
2 Š folosind integrala. 
Sà se calculeze suma 5- > ак. 
k=1 


(Admitere ASE, Bucuresti, 2002) 


Dacă numerele pozitive x, y, z sunt în progresie aritmetică cu ratia r, iar х, 
y +2, z +12 sunt în progresie geometrică cu ratia г +1, atunci х+у +2 
este: 
a) 12; b) -12; с) 9; d) 7; e) 15. 

(Admitere ASE, Bucuresti, 2002) 


О4. Sà se calculeze limitele: 


O5. 


: 1 1 1 . n.cosn 
a) lim 2 += +... 5 : b) lim — —-; 
n>o\n +1 0 +2 п +n noo п“ +1 
с) іт (rez Зарыг 1 | 4) lim (Vn? + за - Jn? - n); 
поо n 5 5 5" noo 
: nal Зп y"? 
e) lim | —— + ——— 2 
п-с)20-1 6n+1 


Sà se determine constantele reale astfel їпсаї: 


2 2 
a) lim mo an. bn = 3; 
п-с| п+2 n+1 
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b) lim [222 +5n +2 — Van? + bn + e) = 5.2; 


no 
° n+2 2n+1 1 
c) lim|a+ 2 ==, 
n-o bn“ + бр + 4 е 


Să se determine а є D pentru care funcţia f: — D are limită în punctul 
specificat: 
3x - 4, x > -1 


е оран х<-1' 50 их 


о-1. 
(2x -1)x-3, x21 


b) je pfe аг -а, x<1 2 


Să se calculeze: 


х-4 
У2х +1 


cos4x-cosx. 


c) lim 4------- 


e) lim 


хо 


3 
8) E x-2' 
i) lim 16 (1+6x), 


x>0 2х2 +х 


к) lim дээ 


2 


хә х°+х+1 


x50 sin 2x . sin 3x ° 


942 

b) lim 3-х-2х 
х--1(2х-2)(х-3) 
. 4-47-4Х 

d) lim —— — —; 
хээ 4х-3 


х2 +х-6 


lim —— ———; 
x5-3 arctg (x + 3) 
x x 
x50 4 — 3* 
j) lim In (1 4 sin 2x) ; 
x>0 In (1 + 2 sin Зх) 
3-2x 

yx? +2x-3 
LATI š 


1) lim 


Х-»со 


+2 


Să se determine asimptotele funcțiilor f : D — R: 


2 


a) f(x)- 2 


c) t() - BEL: 


Sá se calculeze limitele de siruri: 


a) tim 1 [ і + 2 


+ 
n+2 0+4 n+6 


n-o n 
1 1 1 
b) lim + + 
ЕЕ Ne? +1 


хэ _1 
22-х 
d) f(x P 
T 
+ ; 
п + 2n 


1 
+- |; 
= 


n—»o Il 


c) lim | 1 


+ 
Ма? +1 "рае 
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ТЕМА 6 
- Derivate. Primitive. Integrale — 


SETUL 1 DE PROBLEME 
Să se studieze continuitatea și derivabi- Noţiuni de recapitulat 
litatea funcţiei f : D 5 R: 
a) f(x)- x|x 


x? sin x, x<0 


— derivata unei functii intr-un 
; punct; 
— reguli de derivare; 


: - teoremele lui Fermat, Rolle, 

In (1 sb x^). x»0 Lagrange; 
— sirul lui Rolle; 

J4x-1,x21 — regula lui l'Hospital; 
— rolul derivatei întâi si a doua; 
- graficul unei funcții; 
— primitivele unei funcții; 
Să se determine parametrii reali astfel |_ integrala definită; 
încât funcția f : D — D să fie derivabilă: — calculul ariei si volumului cu 


x2 -ах-2,хє [1 2) ajutorul integralei. 
а) f(x) = ; 


b) f(x) = 


c) TE 


arcsin x, x e [-1, 1) Ў 


bx? - 2x + c, x e (2, +) 


aarctgx +b, x < 0 


b) T 


2ах +1, х> 0 


тх +n š š : 
3" m, n e D. Sá se determine m si 


Fie funcția f: \ (-3) > D, f(x) = 
х + 


n astfel încât punctul A (3, -2)e бү, iar tangenta în punctul A să fie 
înclinată la 45° față de axa Ox. 

In(3-x),x<2 
Fie funcția f : R >R, f(x)=; , : 

ax“ -x(2a-b)+c,x>2 
а) Să se determine a, b, сє astfel încât f să fie de două ori derivabilă in 
x =2. 


1 
b) Pentru aues Si Ь-с-0 sà se scrie ecuația tangentei la graficul 


funcției în punctul A care are abscisa egală си 18f"(0). 


Să se calculeze derivata funcției f : D 5 R: 


2 
x^ -3x-2 1-x 
a) f (x) = — FP b) f(x)-xlIn ; 
) f(x) x? 2x42 bro (5i 
2 
-33Х +2, _ 2 Д х 
с) #(х) = Za: d) f (x) = In(2x +2х+1) 4arctg ———. 


Fie f:(1, +о) (3, + о), f(x)- 3* +х?—х. Să se arate cá f este funcție 


inversabilă si să se calculeze (t?) (11) si (t?) (33). 
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Se consideră funcția f: R — R, f(x) = 2х +a* – 5* —6*, a > 0. 
a) Sà se calculeze f(0) si f'(0). 


b) Să se determine a astfel încât f (x) > 0, V x €R. 


ax? - 4x+b-2,xe[-2, 0) 
x? « (c - 2)x «1, x є [0, 4] | 
а) Sà se determine a, b, c e astfel încât pentru funcţia f să fie aplicabilă 


teorema lui Rolle. 
b) Sà se aplice teorema lui Rolle functiei f. 


Se dă funcția f :[-2, 4] — R, f(x) = | 


Sà se determine numărul soluțiilor reale ale ecuațiilor algebrice: 
a) Зх? — 8x? + 9x2 - 36x + 1 = 0; 

b) 8x? _10х* _ 30x? + 45x? -m = 0, me D. 

Folosind teorema lui Lagrange, sà se rezolve: 

а) 3% +10* = 22% + 32x; 

b) 7* + 4* > 5* + 6*. 


c) arcsin 


+ 2 arctg x = л. 
x? +1 ё 


SETUL 2 DE РКОВІЕМЕ 
Folosind regula lui l'Hospital, să se calculeze: 


In (1 + e4=) 100.x192 _101x101 + х 
a) lim —————-; b) lim 2 : 
хо ш(1 + ед") x1 (1- x) 
+ mE " 1 1 
c) lim (x — 3)ex -9; d) lim : 
23 хэ-3х+3 In (x + 4) 
x> 


2x" _ sin 2x 
3 


Fie L, = lim 


, n e №, si p cel mai mic număr natural pentru care 
х-0 х 


n 
І, este număr real nenul. Dacă M = lim 1 + Ly) , atunci: 


P по 


a) М = еЗ/е; b) М = –е$/е; с) М = Зе; d) M = 28/е, 
(Admitere ASE, București, 2004) 


Fie f : R — D o funcția polinomială de gradul trei. 

a) Să se determine funcția știind că are un maxim local egal cu -1 in x=1 
si minim local egal cu -2 in x = 2. 

b) Sá se determine intervalele de monotonie ale functiei f. 

c) Sá se arate cá punctele de extrem local si punctul de inflexiune ale 
graficului functiei f sunt coliniare. 

d) Sá se reprezinte grafic funcția g : D > D, g(x) = f(x) +1. 

e) Sá se calculeze aria suprafetei plane márginite de graficului functiei g si 
axa Ox. 
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Fie funcția f: D 5 R, f(x) = 2* + 2 *. 
a) Să se verifice cá f(x) = f(-x), V x € R. 
b) Sá se calculeze f'(x), x e D. 
с) Sá se arate cà f este strict descrescátoare pe (—, 0] si strict crescătoare 
pe [0, +œ). 
d) Să se arate că funcţia f este convexă pe D. 
| [Юа 
e) Sà se calculeze Bm i "x 
(Bacalaureat, 2004) 


Se consideră funcția f : D — R, f(x) = ax + Nbx?2 + cx - 1, a > 0, b > 0. 

a) Să se determine parametrii a, b, с є R, astfel încât dreapta у-2х-1 să 

fie asimptotă oblică spre +o, iar у--1 să fie asimptotă orizontală spre —=. 
5 


b) Să se determine aria subgraficului funcției g : E + =] >R, g(x)=(x+1)f(x). 


ax? L bx +c, x «1 
Se consideră funcţia f : [-1, 2] > R, f(x) = > Я 
In(x - 3х +3), x21 


а) Să se determine a, b, сє б astfel încât funcției f sà i se poată aplica 
teorema lui Rolle. 


b) Pentru a=-c= 5 si 5-0 ва se calculeze: 
lim SEC + (2) +... + (2); 
n-o n п п п 


ња ii]! 
поо Il п п п 


с) Sà se calculeze | 2р 1 + 1) dx. 

1 x 
Fie funcţiile f, g: R > D, f(x) = x? - ax si g (x) = Зах - x? 
a) Sà se studieze poziţia paralelelor corespunzătoare funcțiilor f si g. 
b) Să se calculeze aria suprafeţei plane S, cuprinsă între cele două parabole. 
c) Dacă A este punctul de intersecţie a celor două paralele, diferit de 
origine, să se arate că dreapta OA împarte suprafața S în două suprafețe 
echivalente. 


; a є [0, + о). 


n 
Se consideră funcţia f, : (0, + о) > D, f, (x) = (In = | 


a) Să se rezolve inecuatia f, (x) - f> (x) > 0. 
b) Sà se calculeze aria suprafetei plane màrginite de graficele functiilor f, si 
f, și dreptele x x 1, x = e. 
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O9. 


O1. 


O2. 


c) Sá se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia 


g :[L e] 2 R, g(x) = xx | f, (x) - f; (x)]. 


Se consideră funcţia f : R — R, f(x) = 32008 13, 


a) Sá se calculeze f'(x), x є D. 
b) Sá se calculeze | f(x) dx. 


с) Să se arate că funcţia f este convexă pe D. 


d) Să se calculeze lim f(x)-f(0) 
x0 x 


e) Sà se calculeze lim 2b sin xdx. 
noo n 0 


(Bacalaureat, 2006) 
TEMA 7 
— Structuri algebrice - 


Pe D se considerá legile de compozitie 
„°“ ṣi „l“ definite astfel: 


Noţiuni de recapitulat 


xoy=x+y+2,xly=xy+x+y+a, - legi de compoziţie - proprie- 

V x, y e D. tàti: z 

a) Sà se studieze proprietățile legii „o“. E ERE i 

b) Sá se determine асГ astfel încât |_ miorfiàine de grupuri; 

legea „ 1 “ să fie asociativă. - inel; 

c) Pentru a - O sá se rezolve ecuatiile: - corp; 

(2 x 1) °(2х-3)=6, 2* L (2* S 1) -71. = morfisme de inele si cor- 
puri; 

d) Să se rezolve sistemul de ecuații | —inele de polinoame. 


pentru а-0: 
сэ 


(х-1)(у-1)-2: 


п-1 
e) Știind că (-2) 13--5, să se arate că 2121..12-2-У (-2) 3" | у nen. 


п огі к=0 


Se сопѕійега multimile: 


«ds o 9 oo 
85322104 ее = 


a) Să se stabilească tabla inmultirii matricelor pe mulțimea G, si tabla 


= 


compunerii permutărilor pe mulțimea G3. 
b) Să se arate са (G,,.) este grup comutativ si (G5, о) este subgrup al 
grupului (S4, °). 


c) Sá se arate cá (G4, -) = (G2, °)- 
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Оз. 


O4. 


O5. 


Ов. 


1+5a 3a 
Se dà matricea А(а)-| 25а TE € (o (R). 
--1-5 1-5а 
3 


a) Sà se arate cà А(а) este matrice inversabilă, oricare ar fi a c D. 

b) Să se arate са A(a).A(b)=A(a+b), V a, bek. 

с) Sá se rezolve ecuația А (х + 1)A(2) = A(1- x) As. 

d) Sá se rezolve sistemul de ecuatii n (= i 3y) ээ (52) : 
A(2x - y) A(3) - A(2) A(y - x) 

e) Dacá G = {А (а) [ae p) să se arate са (С, -) este grup comutativ. 


f) Să se stabilească un izomorfism între grupurile (G, ) 51 ((o, + ©), ). 


. ж . = . . 
Pentru orice neN se consideră mulțimea de numere raționale 


н, =] кел). 
n: 


a) Sà se arate că dacă x, y є Н„,аїипсї x + y < H,- 


b) Să se verifice că dacă хєН,, atunci -x e H,- 
с) Sá se arate că dacă xeH,, atunci H, c H,. 


х = . = . . = ж a, a 
d) Sá se arate că pentru orice număr rational r, există пєМ, astfel încât 
reH,. 


e) Să se arate că dacă (G,+) este subgrup al grupului (0,+) și 
lea, п є №, atunci H, c G. 
n! 


f) Să se demonstreze са dacă G,, G2, ..., G2oo2 sunt subgrupuri ale grupului 
(Q, +) și C=GUGzu...UGaoo2, atunci există іє (1, 2, ..., 2002] astfel 
încât С; = ©. 

(Bacalaureat, 2002) 
Pe mulțimea А = Z xZ se definesc operațiile algebrice: 
(a, b)+(c, d)=(a+c,b+d); 
(a, b)- (с, а) = (ad + bc  2ac, bd – ac). 
a) Sá se arate cá (A. 3) este monoid si sà se determine mulțimea 9/ (A). 
b) Sá se arate cá (A, +, .) este inel. 


c) Inelul (A, +, -) are divizori ai lui zero? 


w. n TN А 10 о о š 
În mulțimea ./5,(€) se consideră matricele I, = „ O> = si 


0 1 0 0 
2 w 
multimea c-(| — d 
-w z 


complex z. 


Z, we с) unde 2 este conjugatul numărului 
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ОТ. 


OS. 


O9. 


a) Să se verifice cá I; < G si O> e G. 

b) Sá se arate cá dacá z, w < € si 20 - |w? =0, atunci z = w = 0. 

с) Sá se arate că dacă P, Q є G, atunci P. Q є G. 

d) Sá se arate că dacă D € С, D z Оз, atunci D este matrice inversabilă si 


D! €G. 
e) Sá se găsească o matrice X є а cu proprietatea cá ХС z CX, unde 


-i 0 
c= | A 1) 
f) Să se arate că dacă A, Be G si A.-B = O5, atunci A = O> sau B = O3. 
5) Sà se arate са (G N {02}, ) este grup necomutativ. 


h) Să se arate са (G, +, .) este grup necomutativ. 
(Bacalaureat, 2004) 


10 
Se consideră polinomul f e C[X], f = (1 -Х- x?) cu forma sa algebricá 


f = ag9X?0 ,...+a,X + ao- 

a) Sá se determine ao si ац. 

b) Sá se calculeze f(1), f (-1), f (i). 

c) Sá se calculeze suma coeficientilor polinomului f. 

d) Să se arate cá ag +aja+...+ays = 0) +f(-1)+£f(i)+ f (-i)]. 
(Bacalaureat, 2000) 


Fie f e C[X] un polinom de gradul n є №. 
a) Să se determine f știind că funcția polinomială atașată verifică egalitatea 


{(х)-Г(х)- 2, V x e D, (1). 


b) Să se arate că dacă f verifică relatia (1) atunci nu poate avea rădăcini 
reale multiple. 


c) Dacă f verifică relația (1) să se calculeze lim f(1). 
n— o 


d) Să se rezolve în mulțimea € ecuația f (x) +12 = 0 pentru n = 4. 


Pe mulțimea R se consideră operațiile algebrice x у-х-у-1, xTy = 2xy - 
-2(х-у)-а, V x, y < D. 

a) Sá se determine а є D pentru care (D, |, T) este inel. 

b) Pentru a є D determinat să se stabilească % (Р) : 

c) Sá se afle m, n e D pentru care f: 5 Б, f(x) =3x +n este izomorfism 


între corpurile (R, +, -) si (R, L, T). 
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INDICAȚII ȘI RĂSPUNSURI 


- ALGEBRĂ - 


CAPITOLUL I. Grupuri 
1. Legi de compoziţie pe o mulțime 
1.5. Tabla unei legi de compoziţie (pag. 12) 


° E2. a) a=0,a=1,5. • E5. с) x e[i, 2); d) x e (5, 4). • E6. a) eo d 


b)x-2,y-3.*E9.a) Avem x, y e[2 о) 2x -220, y - 2202 (x-2)(y-2)2 
20—xy-2x-2y-420-—xoy 22. c) Se are in vedere са det(A) = a? - 2p? =1 
si det(A-B) = det(A). де (В). • E11. a) card(.//) = 6; b) Se arată cá A" LA" = 
= AMN, 


° A2. b) Din x, y e[4. 6] se obține că x-5,y-5e[-1, 1] sau |x - 5| 


y-5|s 
«1. Asadar (x-5)(y-5)|s1 si -1€ xy -5x-5y +25 <1, de unde rezultă са 
4<xoy<6. • АЗ. Avem x, у>2 > (х-2)у-2)-0-эху-2(х-у)-4»0-» 
эху-2-2(х-у-3)-О-эху-2»2(х-у-3)-эхсу»2. * Аб. a) xoy- 


=(x -2)(y -2)+2+(a-2)>2, pentru a e[2, +o); c) x= y=5. 


° A8. Fie M c parte stabilă a lui R si x eM. Atunci x” € M, У ne N'. Deoa- 
rece M este finită există m, пєМ, cu x" =x” sau x" — x" =0. Se obţine că 
x=0 sau x" =1. Se obțin mulțimile {0}, (1), {0, 1}, {-1, 1}, (-1, O, 1}. Dacă 
Mc avem cà x=0 sau xP =], deci M poate fi {О}, #„ si ^, U {0}, unde 
U, este mulțimea rădăcinilor de ordinul n ale unității. • A9. 39, respectiv n" 
legi de compozitie. 


2.2. Proprietatea de asociativitate (pag. 20) 

• ЕЗ. а) a-c-L beZ; b) а=2, b-2; d) a-b-1. * E5. b) a«-3b -3— (а, b)e 

€ {(3. 0). (0. 1). 

e Al. с) х-0. • А4. а) a- b-0 sau a-L b e B. b) Deoarece АВ = BA, avem 

Ac-B=(a+b)AB si a, be. c) acik. • A5. а) ax = xa, V x < M; b) ae M; 
п(п-1) 

с) ax = xa, V x e M; d) ах = xa, V x e M. • AG. n 2 


2.4. Elemente simetrizabile (pag. 27) 
e El. a) e- 0; b) e=-1: c) e- 3; d) e= 0: е) е=3. • E2. a)e--2; b) e = 8; 


1 1 
c) e- —; d) е= 2%. 
) 5 ) 
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e А1.а) a=-1: b) a=5; с) а= 30. • А4. a-b-0 sau a =-1, b-1. 

* A7. //(9э| )-29| ,94(4)-1-1 1} € wa. 

Exercitii si probleme recapitulative (pag. 28) 

° АЗ. a) Dacă f e Z (M) si f'e Z (M) cu fof'=14=f'of atunci f este surjectivá 


si f' injectivă, respectiv f' este surjectivă si f injectivă. Așadar f este bijectivă. 


În concluzie, f este funcţie bijectivă. • A4. c) W()- 7. * А8. Se arată cà f,» 
ofp = fas. 


3. Noţiunea de grup. Exemple (pag. 45) 
° E5. (G, L). * EG. (G,,-). * EB. b) Se arată că АГ-1, YV AcM ṣi ALB=A+ 


+B+Š Is. * E9. a) Avem e(o8)-(c):e(8)-1.1-1, deci oë este permutare 


pară. b) Avem card(A,)= gn! pentru п> 2. Grupul este comutativ pentru 


n e (1, 2, 3}. Pentru n > 4, avem оё 2 6o, unde с Ч 


S (12345 n 
(з 41 95. nj 


1 2 3 45..n 
4 3 2 1 5... nf 


4. Reguli de calcul intr-un grup (pag. 51) 
1 2 
*E1.b) (1+i2 -2, (1-ij -2, i = 5-4i. • E2. A" 4 m ° E3. b) x" = 


-00085/ „рд, b) х”-(х-4) +4. • E5. c) Inductie matematică. * Еб. c) x" = 
=ab"a `. 

2 
° A1. Inductie matematică. * АЗ. a) Rezultă succesiv a = b2 = (а?) -a^ si cu 


legea simplificării se obține cà a? =e si analog b? =e. Așadar x? = (aba)(aba) = 
= abbba -ab?a-a? si x? -aba.a? -ab-a.a?-e. * АЗ. Avem ab-e—a- 


-b!-ba-bb!-ba-e.*A4. ab? = e > ab = b! > bab = e > ba = b^, deci 


ab-b!-ba. * А10. а) х? =e >x=x. Atunci ху -x !.y !- (ух)? = ух. 


b) Ауеш (ху)? = x?y? > ху.ху = xxyy si după simplificări se obține ух = xy. 


21 1 


= xy x l = yx ly-1 >x ly = yx ! > yx = xy. 


2 2х1 —D xx | sau х? = e. 


с) (ху) -x'y'2y'x 
d) Pentru y = x ? se obține că xx 


2 1 


=x 


g) Pentru y= х2 > хк? = хіх? — xŠ = e, iar pentru у= x ! se obține xš = e. 


Astfel x? = x^, deci x? =e etc. 
° D3. Din (m, n)-1 se obține că există р,дє 7 astfel încât 1- mp + nq. 


Rezulta xy = (xy) "^ = ((xy)" J (7 | =((ух)”) -((ух)°) = (yz) = yx. 
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5. Morfisme de grupuri (pag. 57) 
° E6. a-1, b-2. * E10. f(x)- ax. * Al. f(a)=A(a). • A2. f(a) = A(a). 
° АЗ. M = |13, А, A?) si M =M. * A4. a =1, b - 8. 


cosa sina 


° AB. f : G, >G}, (cosa +isina)=[ | ° A7. f(x)=tgx. 


-sina cosa 
* AB. a- b- 1. * А10. f(xy)-f(x)-f(y) e (ху)! -xly! e xy = yx. 
* A11. f:D— Z, {(а) = fa- 


6. Subgrupuri (pag. 64) 

° El. Dacă xe M, х=2" 2x'-2". Dacă х, y e M, atunci x=2",y=2" si 
ху'= 2m .92-n = 9m-n є M. e E4. b) Avem x - x 1e A. * E7. Oe M, deoarece 2. 
.(-3)+3:2 =0. Fie 2єМ, 2 = 2х + Зу. Opusul este -2-2-(-х)-34(-у). Dacă 
a, b e M, atunci а-(-5)-(2х-3у)-2-(-х,)-34(-у,)-2(х-х,)-3(у-уу)єМ. 
° Al. Fie Н-Н, Hs. Deoarece H este grup, el nu se poate scrie ca reuniune 
de două subgrupuri proprii. Rezultă са H, sau Н» sunt subgrupuri improprii, 
deci Н, =G sau Н, =G. • А2. e, =f(e,)ef(H). Fie a, bef(H); atunci există 
x, y eH, astfel încât a=f(x), b=f(y) si аЬ = f(x): (f(y))- = f(x). (у!) - 
= СБ); deci ар! e (Н). e A4. ee H, deoarece е? = e. Fie x, y eH; atunci 


2 
x2 = e, y2 = e, iar (хут!) = ху ху! poate să nu aparțină lui Н. Exemplu: С = 


=U (Mh (R)), н [дес | А? =b]. Avem: x o] sla ix ven dar 


-1 2 -2 3 
axeG ХН si { (ах) = (ах). Rezultă са f(a)-f(x)-g(a):g(x) și după simpli- 


O 1 2 (-1 2 
ХҮ = si (ХҮ) = e H. • А5. Fie x e H si a e G ХН fixat. Atunci 


ficare, f(x)=g(x), xe H, deci f =g pe G. * A6. Fie (С, +) cu proprietatea 
cerută. Pentru x eG, avem: f(x+(-x))=f(0)=1, deci f(x).f(-x)=1 si se 


2 1 1-2 
(2x + azi all х)т 


obtine са sin =1. De aici rezultă cá соѕ2лх -1 si x e Z, 
deci Gc Z, de unde G-nZ. • АВ. Avem f(0)= 6 si f(x)=xf(1). Dacà 
x e Kerf, atunci f(x) = Ô si de aici xt(i) -0. Pentru x +0 se obţine f(1)- 0 


si astfel Ker f = 7, deoarece f(x) = xf (1). 
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7. Grupuri finite (pag. 71) 
° А1. a) Dacă există x e G cu х" =e, atunci G = (x) si G este comutativ. b) Fie 


p-ord(x); atunci p | n si avem n = pq, х" = х? = (x? ) =e. * A4. Rezultă са 


(х? 1 =x =e si (yx)° = yxyx = у(у°х)х = ух? = x?. Așadar (ух)? аге ordinul 3, 
iar yx ordinul 6. Dar (ух) -ух(ух) = yx. x? - yx? = y și de aici y? =e. Din 
relația dată xy = y?x > ху = yx. 


CAPITOLUL II. Inele și corpuri 
1. Definiţii și exemple (pag. 84) 
° E2. b) %(Z)={-1, -3}. • A2. b=3-3a. • A4. /(M)=(0,+o) \ {1}. 


2. Reguli de calcul într-un inel (pag. 90) 
1,x<0 О, х<0 

° E2. f(x)- А = 
(23) | zis gr 005) | х>0 


• ЕЗ. b) 7/(Е)-Е N (0, 0)). • E7. Se are în vedere са -2 = 2. 


. Avem Ё. 5= 0, V x eZ, respectiv х є. 


° A3. Din relaţiile (1—ab)x !=1 si x ''!(1-ab)-1 se obține x !-1=abx != 
=x lab. Avem (1- ba)(1 + bx !a) =1+bx la-ba-babx la- b [x - 1)а +1- 
-babx la - b. (abx ')a +1-babx la=babx !a +1— babx la =1. • AB. Avem 
1-1-а"-0 -а)(1 ачаг а), ° A6. a) Obtinem (-х)? --x si х? = x, 
deci х= —x, V xe A, sau х+х = 0. b) (x +y) -x«y ex? + ху+ух+у2 =х+ 


6 


+y e ху + yx =0 < ху = –ух = ух. • А7. a) Avem x?^-x si (-х)? --x, deci 


X--X sau х+х-= 0, У хє А. Rezultă са (х-1) =x+1> xô «6x? +15х* + 


+20x 3 +15x2+6x+1 sau x° +х* +х?2 -1-х41-х + х? =0> х = x? > 


= xŠ = —x* --x?. раг xŠ = x >= х= —x2 5 x = x?, deci inelul A este boolean si 


este comutativ. • A8. Din problema АЗ proprietatea are loc pentru п =1. 
Presupunem cá 1- (ab) e 4 (A). Atunci 1-(Ба) єж(А). Arătăm са P(n +1) 


este adeváratá. Avem: 1- (ab)^*! e 4(A). Luând x= b(ab)" 21- (ab) -1- 
-ax e #(А), deci 1-хає (А). Dar 1- xa-1- b(ab)'a-1- (ва)” si astfel 
1- (ba)"" e w(A). 

e D2. Se are in vedere cà din 1+1=0 rezultă a +a = 0, Vae A. e D3. Din ega- 
litatea (1+1)(1+1)=1+1+1+1=0 rezultă са 1-1 este divizor al lui zero. Dar 
1+1=0, altfel ar rezulta că inelul A are caracteristica 2. e D4. Dacă n nu este 
prim, atunci n =p:q si avem p:q=n:1=0, deci inelul are divizori ai lui zero, 
în contradicţie cu ipoteza. 
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3. Corpuri (pag. 94) 
° A4. a) Se arată uşor са ab e í0, a, b], deci ab-1, а= bl, b-al. Avem 1- 


= (ab)! -b.a si de aici ba =1. b), с) % (К)={1, a, b], deci ord(a)=3, 
ord(b)= 3. Rezultă cà a? =1, b? - 1. Din relaţia а? -1—a? 2a! =b. d) a? =1 => 
>a? -1=0>(a-1)(a? +a+1)=0. Cum а-1 z 0, rezultă cá а? +a +1= 0. Ana- 


log b? «b«1-0. e) Fie x=1+1. Atunci x2=1+1+1+1=0. Dar K este corp, 
deci rezultă că x = 0, adică 1+1=0. 


4. Morfisme de inele și corpuri (pag. 100) 

° АЗ. Din egalitátile f(x +y)=f(x)+f(y) si f(xy)-f(x)-f(y). V x, ye z| 42. 
rezultă că f (nx) = nf(x), V x e 7|/2|, neZ, si f(n)=nf(1), V ne Z. 

Atunci f(x * уУ2) -Ї(х)-1(у) (2) =х+ yt (/2). Asadar izomorfismul este 

2 

caracterizat de valorile lui (2). Dar 2=f(2)= (2 : 42) = (142) , deci 
(2) = +/2. Dar +/2её z| 8]. deci nu există f. • A4. а) Avem 9/(9)-1-1, 1}, 
iar /(0)= Q, deci inelele nu sunt izomorfe. b) € si R nu sunt cardinal 
echivalente. c) Se arată cà f(x) = x, V x e ©, deci f nu este surjectivă. • A7. Fie 
f:Z7,.n22, morfism de inele. În particular f este morfism de grupuri, 
deci are forma f(m)= mf(1). Deoarece f(1)- 1, rezultă că f(m) = m, У m eZ. 
c) Fie f:Z,, ә Z,. morfism de inele. Din relaţia f(x+y)=f(x)+f(y), x, ye 


€ Ж, rezultă са f(px)=pf(x), vxeZ,, si t(x)- xr(1). Xx eZ. 


CAPITOLUL III. Inele de polinoame 
3.1. Adunarea si inmultirea polinoamelor scrise 
sub formă algebrică (pag. 112) 
° E2. a) Pentru m- 1, grad(f)=0, iar pentru m €R \ {1}, grad(f)=1. b) m = 


=1=— grad(f)=0, m=2 = grad(f)=1, m € R N (1, 2) > grad (f) = 2. 

° E3. b) m = 1 = grad(f)=1, m =0 = grad(f)= 0, m =2 > grad (f) = 2. e) m= 
=0 > grad(f)-1 m e {і - i} > grad(f) - 2, m e € \ {—1, O, i} > grad(f) = з. 
•Е10.а) f =X-1,g=1. 

* A8. Avem t(6) - e(0). t(1) = (1). t(2) = «(2). Rezultă că a-2, be c-1, 2b«c- 
-0, cu soluţiile a-2, b-2, c-2. • A9. g =a +bX + сх? + dX?. Din condiția 
de egalitate se obtine a=la+b+c+d=2,a+2b+4c+34=2, a+3b+4c+34= 
=3, a-b+c-d=â. Se obține a 1 5-3,с-1,4-2, e А14. a) Dacă f este 
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funcţie polinomială, atunci si f? = Ix este funcție polinomială. Rezultă са 
f? = х?, deci f are gradul 1. Dacă f(x)=ax+b= ax+b = |х|, V xe D. Pentru 
=f (x)-x?, 


deci |х| ar fi funcţie polinomială. c) Dacă f ar fi funcție polinomială, atunci si 


x=0>b=0 sipentru x-1—a-1. Dar f (x) = x z |х|. b) Avem că |х 


| | -1(2)-2 ar fi funcţie polinomială. Dar dacă g(z) = |z 


, atunci pentru x e b, 
ar rezulta cá g(x)-|x| este funcţie polinomială. Fals. d) Dacă (К, +, -) este 
corp finit atunci orice funcţie f:K Э К este polinomială. Intr-adevár, fie 
К= (ху, хо, . Xp}. Luând f:K >K, atunci alegem polinomul g de gradul 
п 1, astfel încât g(x,) = f(x,), ie(L 2, ..., n]. Sistemul verificat de coeficienţii 


polinomului g, este sistem de tip Cramer, deoarece determinantul său este de 
tip Vandermonde. 


3.2. Împărțirea polinoamelor (pag. 118) 


• А2. а) a =: b)a-2,b--2; е) а--2, b = €; d) a = 6: e) a = 6, b = 2. 


* АЗ. Restul este de forma r =aX +b, iar r(n)=an+b care este progresie 
aritmetică. • AB. a=-m,b=1,c=2-m,d=1, mel. • А7. а=6, b = 5, f = X? 
-9X? +22X +m. 


3.3. Împărţirea la X — a. Schema lui Horner (pag. 123) 
° A1. Se pune condiţia f(-i)eR. Se obține: а) m =1; b) me(-3, 3). • A4. m = 


-6,n--2. * Аб. а-0, b-2. • А7. Din f(2)--12 se obține n-4, apoi 
г = -76. • A8. Avem 2" +2" «1-13 si 4" +4" +1=81. Se obține m-3, n-2 
sau m-2, n-3 si f - X? + X? +1. • А10. a - O, b- 1. • А11. Folosind formula 
lui Moivre se obţine cá sina + sin 2a + sin 30 + sin 4a =1+ 42 si cosa + cos2a + 


+соѕ За + cos4a = -1. A doua relaţie se scrie соѕ 20 + 2 cos? 2a - 14 2cos2a- 
cosa =—1 sau соѕ20 (1+ 2 cos20 + 2 соѕа) = 0 cu soluția а = i 

4. Divizibilitatea polinoamelor (pag. 133) 

• E4. a) m = -3; b) т=55; с) m = 2; d) m = 8. 

•А1.а) а є (i, 3; b) a = 6; е) (a, b)e (1 0), (2, i). (6, 2): d) a =Î; e) a+b? = 
- 2. e АЗ. Se pune condiția ca (є) =0, unde £? =1, є #1. Se obține m = 2. 


* A4. me [0, 1, 3}. * Аб. f - a(X? - 9X? +26Х +36). * A7. Se obține aX? + 


+bX2 +cX+d= (3ax? +2bx+ c) E +a) și apoi b = Заа, c = 9ao?, d = 27аа?. 
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° АВ. m e (0, 2). • А11. Avem г (6+ X^] -xX^-g! «2gx^ + x? - x^ Side 
-(g- X) 
+g- X)-Q- 2g. Q. b) Deoarece X-1- X? -g se obține: tspeca oan Е 


4п+1 4n4l 


arată cà X?" - X" = X" (X-1)g. * A12. a) f =(g +X) -(g-X- 


роо gp ho a ceai mec 
(X+Dg d) f -(X? «3X? «3X +1) (X +1? «X «2 -(Xg 1) (X? «2x +1)+ 


2 m 2 m m 
+X+2=g-h+(X? +2x+1)+X+2=g-h+g. * A13. f =X"+[X2-g) +1=X™+ 


- X?" +g-h+1. Se consideră apoi m = 3k, m = ЗК +1, m = 3k + 2 etc. 


5. Descompunerea polinoamelor în factori ireductibili (pag. 144) 

• E3. a) a = 0; b) a-2; с) a=0, b =O. 

° А1. а) Dacă x € €, atunci f (x)= (2x° + 3x? +x) + (х? +2х + 3) 3 є ©, implică 
x? +2x+3=0 si x=-1 etc. b) Dacă x eb f(x)-2x? +5х° -3+1(х? -2x-3)= 
-0, dacă x? -2x -3- 0, deci хє {-1, 3) etc. c) Rezultă са x? +2mx - 6 - O si 
2x? -х- т =0, de unde 4x? - x? -3-0, x - 1e E, iar m- 1. ° A2. a) a є{—2, 11; 


b) а<{0,-1 3,-—, 5 • А4. n-3. • А5. а = b З, с 5. * A6. Cu 


schema lui Horner se obţin relaţiile a? – бо? 48a +a =0 si 3a? -10a + 8 = 0, 


cu soluții a, = 2, a5 =$, etc. • A7. a) a =12, b --8. • A8. Avem (0) - a «1, 
t(1)-140, f(3)-a «1. Se obtine cá а-1-0, deci a = -L. • A9. n - 2. • A11. Se 


pune conditia ca (1) z 0, (2) +Ô. Se obţine a+b=60, deci a-1, b-2 sau 


A X X X X A А 


soluţii în 26. Rămâne de analizat cazul а= Î. * А15. Dacă f ar fi reductibil 
peste Z atunci am avea că f =(X + m)(x? +pX + q). cu р, q, m eZ, de unde 
identificând coeficienţii se obține b =p +m, с= а + mp, а= qm si ab+ be- qm: 
(p +q +m + mp). Dar ab + bc - impar conduce la q si m impare si p+q +m + 
+ mp = par si egalitatea nu poate avea loc. • A16. Presupunem са f este reductibil 
peste Z. Atunci avem cà f =g.h cu g, h cu coeficienți in Z de gradul cel puţin 
1. Obtinem: g(1):h(1)- - 1 g(2): h(2) - -L, g(3): h(3) - -1 si de aici rezultă cà 


funcțiile polinomiale g sau h au cel puţin două valori egale cu 1 sau cu -1. 
Dar unul dintre polinoamele g sau h are gradul 1, si atunci el ar fi constant, 
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ceea ce nu se poate. • А19. Vom avea cà f(n)-n? -(п-1)° -3n? -3n+1, 
vneN, deci polinomul g=f -3X2 +3X-1 are ca rădăcini orice număr 


neN'. Așadar el este polinomul nul, deci f - 3X? - 3X «1. 
6. Relatiile lui Viéte (pag. 151) 

хүй A3 AB A 2 
*E2.a) f=[X+i) :b) f=(X+Î) :с)1-(Х41) : 4) r-(x-i)(x? -4). 
° ЕЗ. a) E 1, EL b) E 1, 5]: c) (6.2, -1}; d) {1,3,6}. • E5. a) Se 
obține 74-06 si se folosește schema lui Horner. a = -5. b) Din 212523 - 6 se 
obține zı є !-6, 6} etc. c) za =4, a = 37. • A2. а) z, = m. Apoi m = -1, z, = 2, 
Z --2. b) a=-5; с) a--5. • АЗ. а) m = 9, x e [2- 43, 2, 2+ 48}. b) Din rela- 


{Ше x, +X +X3 =3m si Xı +X3=2x, se obține xj =m. Prin schema lui 


Horner se obţine m? -3m +2=0 cu soluţiile m є П, -2| etc. c) Se consideră 


Zz =a - Зг, Z =a —r, Zs =а+г, Z, =a + Зг. Se obține că 10 = 21 +Z% + Z4 +24 = 


= 4а, deci а = 5. Din relaţia 2122324 = 24 rezultă са Ë ar). Е к). 


(2 +з) = 24 si cu notația r?-t se obtine ecuatia (22 «(a J -24. Re- 


zultă m 235 si xe(1,2, 3, 4]. • A4. a) Avem хухз - X2 Si хухохз = -27. Se 


7413 


obține x» --3, apoi m -4 si soluţiile —3, клр. b) Fie а, aq, aq?, aq? 


soluţiile ecuaţiei. Din relaţiile lui Viète se obţine că atq$ -1 si a? (a t q? t 2q? + 


ваб +95) 2 aú atq? ir si (1+9+ 29° +з eq) - 222. Rezultă cá 


(1-4-42)(1-42) 22242 sau B dad Lig AN Cu notatia q+ t 
4 q q 4 q 


obținem t(t +1)= з cu soluţiile t e ri 3, respectiv t(t +1) = E cu solu- 


-141 
{Ше te [a etc. • A8. a) Considerăm x, y, ze D soluții ale ecuației de 


gradul З in t: t? -2t? + mt -2-0. Din relația x2+y2+z2=6 se obţine са 
(x +y + z)° -2(xy +yz+xz)=6 si xy + yz * zx =1. Așadar x, y, z verifică ecuația 
(8-2: -t+2=0 sau (t-2)(t? -1)=0. Se obține x=2,y=1,z=-l sau 


permutări ale acestora. 
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7. Rezolvarea ecuațiilor algebrice cu coeficienți in Z, €, R, € (pag. 160) 
° E4. a) Ecuația are și soluția x, =1+ 43. Rezultă că polinomul f = х4 


-4X2 +16Х +12 se divide си g=(X -1« /3)(Х-1- 4/3) = X? -2Xx -2. Se ob- 


tine câtul g- X? -2X -6. b) f -(X? -2x -1)[(X2 +1). d) x, =3+ /5, хз =1, 
X4 = 3. 

° A1. Soluţiile întregi pot fi —1, 1, 2, - 2. Se obține cà a e (6, - 2, 4, - 3]. 

* А2. Dacă cele două soluţii sunt simple ele pot fi doi dintre divizorii lui 2, si 
anume: (Хү, X2} e {(—1, 1), (—1, 2), (-L - 2), (1, - 2), (1, 2)}. De asemenea putem 


avea: x, = X є {-1,1, - 2, 2]. e АЗ. с) Soluţiile rationale aparțin mulțimii (-1, 1, 


2, 2, — 3, 3, — 6, 6, d х 2 2 Rezultă cá a e(-4, 0, - 3, - 13, -12, – 49, - 95}. 
22 22 
238 1 : > А 
° Аб. a-14, b-3 sau а= o" b EC ° АЗ. Se analizează cazurile x, = х = 


-1 si х= хо =-1. Se obține a-b--1 sau a-b-3. Cazul a-b-3 nu 
convine deoarece se obtine solutia triplà x --1. * A10. a) Polinomul atasat 
ecuaţiei se divide cu g = X^ - 10X? « 21X? +14Х +2. Se găsește a = -10, b = 22, 
с=14, d-2. * А11. Ecuația admite si soluţiile x, = 42 - 45, Хз = -V2 + 55, Хд = 
- 2 - 45 si se scrie (x-xj)(x -xa9)(x -x3)(x-x4)-O. Altfel, fie x = VIENS: 


2 
Atunci x? =5 + 2/6 sau (x? -5) = (2/6). de unde x^ - 10x? «1-0. 


8. Rezolvarea unor ecuatii algebrice de grad superior 
cu coeficienti in € (pag. 167) 


° АЗ. Condiţia ab-a-b-1-0 conduce la (a -1)(b+1)=0. Pentru b--1— 
= a=8, iar pentru a =1> b? - 22. • А5. a e (3, - 1]. e А11. Se imparte cu x? 


si se fac notatiile: а) y = х + 2 b) y-x 27 с)у-х- а А12. с) Se notează 
x x x 
a+b -b 


y=x+ si se obtine ecuatia (y + a)“ +(y -а) =c, unde а = & 


‚ е) După 


2 
: А 1 м а 

efectuarea produsului se împarte си x? si se notează у=х+——. • А13. Se 
x 


notează 1055 x = y si se obţine ecuaţia reciprocă. 
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- ANALIZĂ MATEMATICĂ - 


CAPITOLUL I. Primitive 
3. Proprietăţi ale integralei nedefinite (pag. 180) 


° El. Se folosește că F'(x)-f(x), xe D. e E2. Se verifică faptul са F este 
derivabilă pe R și F'(x)= f(x), x e D. • ЕЗ. F> este primitivă a funcției f. 
e° E4. Funcţiile sunt continue. • EB. [(3x? + ох | х =x?’ + x? +€. Dacă Е(х)- 


=x3+x2+c,xeD este o primitivă, din condiția Е(-1)-2, rezultă c=2 și 


F(x)= xŠ ых? 
cos x, x < 0 


° A2. Б și Ез. • АЗ. Funcţiile sunt continue. e) f (x) = | 1 n. * A4. f este 
х-1,х» 


ех +c, x<-l 
continuă. F(x)= x2 . Din condiția că F este continuă în 
2x +— +C, X>-l1 


2 


х=-1, rezultă că с = 233 со si din Е(2)- rezultă c> = =; c, = —7. 
2 2 


• Аб. а = 2 b=-1. • А7. Din continuitatea in x - 1 rezultă 3a —b = -9 si din 
e 


derivabilitatea in x-1 se obţine 9a+2b=-15. Rezultă а= E b= = 


* A8. a=, b=-2. * A9. a=1 be, c=0. e AIO. a=b=l. • А11. a=-3, b=4. 


° A12. Funcţiile de la a), b), c) nu au proprietatea lui Darboux deoarece: a) f (R) = 


5 


discontinuități de prima speță; e) f ([2, 3]) nu este interval. 


= 7 z interval. b) ЇЛ )-( 2, s [et 11: c) f(E)-(-L 0, 1j; d) f are 


e D3. Presupunem prin absurd са g admite primitive. Rezultă cà funcția 
h-g-f admite primitive pe І. Dar, h(I) = (0, b -f(a)] = interval, contradicție 


cu h admite primitive. 


4. Primitive uzuale (pag. 190) 


° E3. c) Avem 2 sin cos -sinx si integrala este [sin x dx = —cos x + €. 


d), e) Se foloseste cà 2 cos2 — =1+ cos x, respectiv 2 sin2 = -1-СО8Х. 


1 sin? x + cos? x 1 2 1 


2 


e° A2. a) Avem 5 5 5 3 2 
sin“ x : cos“ x sin“ X-cos^x cos^x sin“x 


etc. b) Se folo- 
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куйек y NUR 
seste formula cos2x-cos?x-sin?x. d) [= шах B dz 
1-cos^x sin^ x 
СЕБ --со8х-8С 8 x + €. f) [(1+?х)ах = (шах) ax =tgx+€. 
sin” x 
sqq (x? -x «1)(x? «x «1) 


5 5 =х°+х+1 etc. b) Se folosește 
х -х-1 х -х-1 


• АЗ. a) 


x? -1-(x-D(x? «x +1). • A4. a) [6x(3x2 +1) ax = [(3x2 +1) (3x2 +1) ах = 


8 
8 3x?41 
СГА - | +. с) d a ia 
1 


Ape a etes pto aac 2 (ec. af? 


[evi 


e шин ue 2||/4(х)| dx - 2 u(x) «€ - 2 x? 414€. 


5 5 
е) | Int x dx = [(mx) . Inf x dx = [u'(x) -uf (x)dx = H (x) e- TE 


5 
х-1 lr; 6х-6 (х) 1 
dx = dx = dx =—1 @= 
gs с sss Ете s s ЭЛС х) 6 п |u (х)|+ € 


-im(se —-6х+11)+®@ h) | 25 dx = Í e) dx- | CE) ар 
Е | х®-1 £ ч? (x) - 


u(x)-1 
u(x)+1 


Тан 


их 1 
gus 


+= 
2 


+E. | dec uM Ji - dx- Z arctgu(x)« 


_1 u' (x) 
Н j= 6_25 (x 3l Ju? (х)-25 keas 


28 L.In|u(x х) + Ju? (x)- 25 + € etc. n) Eu s 


„1. [2% "TES dec) (5) ши 


+€ = агощх? + €. 


1 2 
= —arctg x“ + 
2 4 2 4 
2 1+(х?) 4° 1+х 2. 1+(х?) 4* 1+х 2 
7 š x. x 
«Lm(1ex*)^ e. АБ) Е Š ooa lau аиа bai ий 
4 7 sinx +2 6 |cosx+3 
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sinx 


d) jare 3 


JE €; e) gsm (x? +1)+ 6 f) -cos2(x? +1)+ €; g) jux. 


cos? x 4 cos? х 
3 5 


. 3 , 
h) ы €; j) + €. • A6. a) [=> юаас-| | In x dx = 
x 


x? 
=— .Inx [5 . (In x) засан, în x [x*ax- E Inx- L x3 + b) | хе *ax = 
3 3 3 9 


= [x.(-e*) ах=-хе *+[е *ах=-хе *-е * +@. с) [sin? xdx- [sinx.(—cosx) ах = 
[х-(-е*) | | [sinx-(-cosx) 


= -sinx:cosx + | сов? x dx =-sinx -cosx + | (1- sin? x) dx = -sinx- cosx + x - f sin? x dx. 
Rezultă цацарч еїс. е) fvz? +25ах= [х x? +25 dx = 
х +25)- 25 
= хүх? +25 х. ах = хүх? +25 (к ах = хүх? + 25 – 
j 4x? +25 j 4x? +25 
-| х +25 ах « 25In[x + J +25). Rezultă | Jx? +25 dx = [kv 125 +925. 


2 
[x+ vx? +25) | +e. h) dat, 


x 
arctg x —— + €. 
5 2 


CAPITOLUL II. Integrala definità 
3. Integrabilitatea unei functii pe un interval [a, b] (pag. 201) 


n k- -1 
баар ДЫ 20) 221 -аүлэлжэгэр, s E Is Be pul 
8 9 32 ' n = n 2n? 

2_ 1)? 
b) S, _2n+1 41249: e) giro шээс d) S, = ши EL 
6n 6 4n 4 


° ЕЗ. a) Inf = (2, 3} = interval. Rezultă са f nu are proprietatea lui Darboux, 


deci nu are primitive pe (0, 1]. b) f diferă de funcţia integrabilă g:[O, 1] 5 R, 
g(x)=3, în punctul xo -1. Atunci f este integrabilă pe (0, 1] si [| (ac) ax = 
= [в(х)ах =3. e E4. a) Inf = {—1, 1] z interval; b) există două șiruri de sume 
Riemann cu limite distincte. 

° A1. a) 2 5 УЗ); b) E ° A2. a 2 • АЗ. Se arată că funcțiile nu sunt 


mărginite pe domeniul de definiție, deci nu sunt integrabile. ө A4. a) Se ia șirul 


-1 
а Бахь -» 0, iar f(x,)-2 юл 2 sin(2n« 2)-2 2nn+ 2 > оо, 
2 noo 2 2 2 n>% 


Rezultă са f nu este mărginită, deci nu este integrabilă pe [-1, 1]. b) F este 


derivabilă pe [-1, 1] si F'(x) - f(x). • А5. a^ +8 =10a? -1>ає (+1, +3}. 
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° A6. Din condiţia că f este integrabilă pe [a, b] rezultă cà pentru orice sir de 


diviziuni (A, ), 


А. 0 ale intervalului |a, b] si pentru orice sir de puncte 


intermediare (2) corespunzător, șirul sumelor Riemann este convergent. 


Alegând 409) astfel încât f (a) = с, atunci o, (£ em) -c(b-a). Rezultă са 


limo, (£ e) =c(b-a)= | Pf (x)dx. • A7. Se construiesc două șiruri de 


sume Riemann cu limite distincte. 


4. Integrabilitatea functiilor continue (pag. 204) 

° El. Funcțiile sunt mărginite si au un număr finit de puncte de disconti- 
nuitate. , E2. a), b), c), e) — functiile sunt continue, deci integrabile pe D. 
d) f este mărginită şi are un punct de discontinuitate, deci este integrabilă pe 


|-1, 1]. 
° A1. a), b), c) functiile sunt continue. * A2. a), b) functiile sunt mărginite, cu 


un număr finit de puncte de discontinuitate. • АЗ. a) f este continuă; b) g este 
mărginită, cu două puncte de discontinuitate; c) h este nemărginită, deci nu este 


integrabilă; d) j este continuă. * A4. a) f nu este integrabilă pe [-1, 1] deoarece 
există șiruri de sume Riemann cu limite diferite; (f o f)(x)=1, Y x e[-1, 1], deci 
este integrabilă pe |-1, 1]. b) (f ° )(х)-43, V x e[0, 2], deci este integrabilă 
pe [0, 2]. * АЗ. f este integrabilă pe [—1, 1] conform teoremei lui Lebesque si 


este neintegrabilă pe [2, 3] deoarece se găsesc şiruri de sume Riemann cu 
limite distincte. 


5. Formula lui Leibniz-Newton (pag. 208) 


17 1 T T 1 5 1 
° El. a) 5; b >С ; d) -L e) 23; ; ; h 1 . *Е2.а) —; 
) 5 ) i 0 18:9 36 ) 51521 2 
Ъ) УЗ -1. c) 1: d) 4(/3-1) е) л: f) О; g) 1; h) 3-2. *ЕЗ.а) Pn 
277 i i і rS 3' ! 43 |УЗ 
2 
3 4 
=: b) јх vx? -1 ; c) m[x+ ух? +9) -]n3; d) In2. 
2 0 
1 
1 ЯНЬ, УЗ 
* A1. a) 1 arctg2x 2 22: b) | In 21115232 In 5; 6) 1 rosmar Š 22, 
2 0 3 12 3 0 9 
X+ 
210 
1 е2 1 fi 
d) 21 (1 + 2). * A2. a) Lm(x?«1) ; b) im(x* +1) ; c) Vx? +2 : 
2 2 Š 4 T 5 
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Ар з |У 
1 2 -In V2 2 2 = 
; f) arcsine | . ° A3. a) Ix +1)? 

o -In2 3 


5 1 х? 
; е) —arcsin — 
2 4 


d) -V9 - x? 


3 
2 
2 


3 е 
. (ах 
b) EI (9- х da ; d) aresin 25) 


3 2 
; e) — (l 
! ) у (их) 


; c) Z (six) 


0 1 


0 


6. Proprietăți ale integralei definite (pag. 216) 
° El. a), b) Funcţiile f sunt mărginite si au un număr finit de puncte de 


discontinuitate. Rezultă că sunt integrabile pe |-1, 2], respectiv [0,3] și 


tie (2x+3)dx+ |” 3 +1)dx = 0, respectiv [^f( x)dx = fn x)dx + 
+21 х= [sm] c) f este continuà pe E z] si I= [s Cstnx)dx + 


bns - 2. d) f este continuă pe |-2, 2] si йе] | -1рах- (1-х2) ax + 


йл (х? - 1) dx = 4. e E2. Se aplică proprietatea de pozitivitate a integralei. 


e E4. Se folosește proprietatea de medie a integralei. а) m = -3, М = 7; b) m = 0, 


16 


4 1 4 1 
M-—;c)m--2,M--—;d)m-—,M-2; е) m = —=, M = —. 
3 ) 2 ) 3 | 43 3 
° Al. a) f este continuă si [toc = хэ) хэ [ахах - 2. b) Se aplică 
k "Ja -1 2 


-e? -2e 


e e? 
teorema lui Lebesque si I= Р (x-e)dx + | In ах = . с) f este con- 
e x 


tinuà, I= : oC 39x +5 dx + : -x + 3)dx + : 3х-5 фон. d) f este continuà 
2 2 


si I= ЇЕ (e +2x)dx + [^ m _ 2х)ах + | (x? +2x)dx =4. 
° A2. a) f este mărginită si are un număr finit de puncte de discontinuitate. 
f f(x)dx = | тах + [22 ах + |. dx = 6. e) f este integrabilă pe [0, 3] (teorema 


lui Lebesque) si Ї f(x)dx = | (x -2)dx+ | (2х-2)х- | (x +2)dx =4. 


2 
° A5. Se folosește inegalitatea O< 5 75x", v xe[O. 1], se integrează pe 
X+ 


(0, 1] și apoi se trece la limită, după n >œ. Se a limita zero. , A6. a) Se 


arată cà —X >> a: , V x c [0, 1, пем b) o< [| — —ax< f? x”dx = 1 
4-х 9-х2 


c) Avem 0 < J, 51, < : 
n+l 


x? +4 al 


si se aplică teorema clestelui. • A7. а) Inx > AES 
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v xe[L 4]. Rezultă că |. In x dx > [2 ба e b) Se arată că are loc relaţia: 


2 
cosx 21-2, v xe[0, 1]. • А8. a) х" Bae y x є[0, 1], пем ш(1+х") > 
>In[1+ х"), Ух є[0, 1], пем=1, 21,1, пем deci (1,) este monoton. Avem 


0<1, «I, V neN , deci (1„) este mărginit. b) Se arată că (1+ x") <x",V xe 


є(0,1|, пем Rezultă cà I, < | 'x"dx = si limI, =0. • АӨ. b) sin" x > 
0 


п + хоо 


> sin"! x, x e °. z, neN—I,21,,. Din 0<sinx<1, V xe °. 2) se obţine 
că șirul (Ip) este mărginit. • A10. Din [f(x):t-g(x) | 20, tek, xefa, b]. 


prin integrare se obtine: [5f (x)dx.t? - 2] ^f(x)g(x)dx- t | в? (x)dx > 0, 


V tel. Punând condiţia л < 0 se obţine concluzia. • А11. lima, ү Din 


по 


condiția са f este integrabilă ре [0, 1] rezultă са f este mărginită, adică 


ЭМ >0, astfel încât If (x) < M, v x e [0, 1] = Гохе (х)ах < | If (x) dx < 


1 
1 M n+1 

“| x".Mdx = — = > О. Rezultă cà Нша,1, = 0. 
0 n+l " n +l n>o nG 


7. Integrarea P aus continue (pag. 223) 


33 8 1. 5 т 


° El. a) f (&) = 25 Т 2 sin x dx = 227 De) alia 197 
2 8 
* E2. а) =- е b) £ = x * ЕЗ. a) F'(x) =e (x? - 4); F'(-2) -F'(2) - 0. b) Se 


foloseste mous functiei F'. 


° А1. Din teorema de medie, există 6 e [a, b] astfel încât [f(x)dx =(b-a)f(ë). 


Presupunem că există ë,, £j # £j astfel încât НО dx -(b-a)f(&). Atunci 


f(5) -f(&). relaţie care contrazice strict monotonia. Rezultă cá & este unic. 


* A2. Din teorema de medie, 3 &, є(п, n+1) astfel încât 1, -f(&,). Deoarece 


2 
lim 2-21, se obține lim n?I, = dms &2.f(&£,)-1. * АЗ. Din teorema de 


noo $n noo 


1 reos 1 | 
n n+l Е n? +n 


medie, rezultă că 3 c, e| | ? 1, astfel încât 1, 4 
п 


п + 


320 


Indicaţii și răspunsuri 


-arctg (nc, ). Deoarece lim nc, =1, se obţine L = lim n arctg (пс, )- a * A4. Se 
поо 


aplică regula lui l'Hospital. a), b) О; с) 2. • A5. a) f este continuă pe R, deci 


admite primitive pe E. Pentru o primitivă F avem: [je t)dt - F(x)-F(0) 2 x?, xe D. 


Derivând ultima egalitate se obține f(x) = 2x, x e D. b) Dacă F este o primitivă 
a funcţiei f, atunci F(x) - F(0)- F(2x)- F(x). x e B. Derivând această egalitate 
se obţine în final cá f este funcţie constantă. c) f(x) = с.е", ce. 

-2, x € (—%, - 1] 
• Аб. g(x)-12x. xe(-L 1) şi se studiază derivabilitatea. 

2, x e[l, +) 


° A7. Dacă a=0 si b=xeB, atunci [o f(t)dt=g(x)-g(0) și | tt(t)dt = 
= xg(x). Rezultă са g este funcţie derivabilă pe E. Se deduce f(x)- g'(x) si 
ХЇ(х)-8(х)-х (х) x e D. Substituind g' se obține xf(x)- (х)-хЇ (х), de 
unde g(x)=0, x e D si f(x)=0, хер. 


8. Metode de calcul pentru integrale definite 
8.1. Metoda integrárii prin párti (pag. 229) 


Jet 
2 


2x 1 


2 


2x 


° Е1. a) Avem: | хє Хах - [x (: 


8 b) [2x -1)e*dx = | (2x -1)(e*) дх-(2х-1)е" | - [12е*ак=ез1- 


1 e e 2 i 2 E e 2 2 
-2e*| =3-e. c) | xInxdx - | X |imxdx=2 mx | 2 E 
0 1 112 2 А 12 х 2 
219 2x 3 3 ° cd 3 
=® 2225 sai x? In x dx = NES Inxdx = Хах | 2 ду =S 
4 i 4 3 i 13 3 3 
з | 3 e e e е2 
ze 225 d. In? xdx = Í x'In? x dx = xn? x | -| pde dec 
9 : 1 1 1 1 x 


= де? -2| Inxdx - 4e — -2[хюх/ -[1&\|=(ё -1). 


elnx 


от dx. Rezultă са 21, каа 


dx = INI (In x) '1пхах = In2 "рах 


s je RX 


= =1 = Pli. ° E2. а) | (хэл)вшхах- [2(x 1) (-eosx) dx = 
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лт л 43 


--(x *1)cosx|? + [2 соѕхах - 2. b) Б с) | Esin? хах = | 5sinx(-cosx) dx = 


= -sinxcosx |6 + [8сов® хах 3.6 [(1- sin? x)ax - 33.7 бад хак. 


4 
Rezultă са | sin? хах-2-38-2) d) [2 аа 12 [2 х. (-ctg х) dx = 
--xetgx |? + |2ctgxdx = +In(sinx)|2 = ^ +In.2. ° E3. a) I- [^ x? 44 dx = 
4 4 4 
2 4)-4 
4 dx-2xNx? +4 Ы dx = 24/5 sl : - 
е; | G. Deu 
45 
-945- I+ eap? = em NE Se obtine I- 5235, 
х|х ыг 1 
d) 1-| хух2-14х- : ы = x + | ———а4х=1,+ух°+1| = 
|. йг к те, 


-1,442-11, = Р 21) ае | -2[ х х2-14х- 
0 


2/2. -1 
25 


|. х? 
9 Jx? +1 


= J2 — 21. Rezultă că I- /2 —21+V2 - 1, deci I= 


4 _ T 
° Al. a) 16 - 2e?; b) 2 L c) E 25 4) ш(1442)-1-42: e) е(ѕіп1 – соѕ1); 


f) ing 3 g) Integrala se scrie 2 охе“ (1+ х2)ах = 2 (е) (1+ х) ах =... 


пе"! +1 2 m +4 3V3 -7 Л 
h) — ——-. i) 2In|/3+2|- 43. • A2.a) —; b oc ;d In 42; 
) ТЕ ) 2In[ V3 +2)- V КӨ el зш ny 
е) л; 06-19 9821-1125 : ) exe -- $4 29 
2 214 2 241 sin” x 9 3 
6 


2 1 Зл? 5x 43-1, 2n : Л . 
* A3. a) ^ (19) b) 527 c) rs E d) 5 +In(2 УЗ); е) 6+У3-2 


48 | 2 
f) sal I | -arccos x dx =.... g) mm, * A4. a) | хэшхах-| “х 


= Al? 


-sin x = 4л. b) I= | (ca = х)е*ах + INE = x? Je*dx + pg Е x)e*dx. c)I- 


e e 3 Е 
-ГЦ Энх- өс Inxdx + | [mx rj = “= 2 • А5. а) Е Ъ) Е 2. 
e x : š x e 3 3 
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x? (x? +a) ў, xí 
Vx? +4 S Jx? +4 ° Jx? +4 
P ог 31-45-31 L= Jox( V? а) ax = 


ыр +4 dx = 45 а= 45 - I, - 4m[x + V +4) 


Se înlocuiește I, si L, in I. • A7. a) 4In2- 7 b) e2+e+2e 1-3. • А8. a) Se 


* А6. a) 1= f; dx + 4f — dx -1, + 41. 


1 


= хах? +4 
0 


. Še trece 


I 
integrează prin părți. b) (1„) este mărginit, monoton și = + Ip = s 
n n 


la limită in această egalitate si se obține limita zero. • A9. a) Io => l =L L = 


b) Avem О <cosx <1, V x€ °. |. Rezultă inegalitatea cos" x > cos"! x, V x e 


-1 
elo, z| și deci I, 231,4, пем с) I; = 2— 1, 4, n 22, lo = 5, їе: 
11 


ano sz лийн ө, [i-o] acf [et et ЦУГ - 


3.5.7... 
-cà (ха)? хангай es (x?) [ax C? 269563 dem 
° A11. a) 1,-1 на! 1 21, 2 2. b) 1, = [| =" .[-e ^J ах =-e*.x"| + 


1 1 
Ч, nx"le*dx----nl,,;. c) Se demonstrează prin inducţie. Pentru n- 1, 
e 


е 1 : шуу Ан T (n-1)! 1 1 
rezultă 1-1--, egalitate adevărată din a). Dacă I, = е-|1+—-+.. ' 
е е 1! (n-]! 


! ! 
din b) rezultà base ua E tpu е-|1+ і + 1 +... + : M 
e e e 1! 2! (n - 1)! 


1 1 1 1 
Je 1+—+ Tec + : 
| | 1! 2! (n -1)! 1.) 


8.2.1. Prima metodă de schimbare de variabilă (pag. 236) 
° F1. b) ЇЕ 6x2. (2x? 4 i. dx = f (2x? + 1) (2х° + їр dx = NECS ut (x) dx = 


= | () sdt- 2E. 1-5? at u? (x)dx = | tat, etc. d) I- 
u(-1) 5| 2:3 


1 


o°, E шаал 2 2 1 
=Í u'(x):u3 (x)dx = [ t?dt, etc. e) 3 - 242): f) 25 8) 2 h) 103; 
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-1, 2 1 
1) 1 sms ) 2. *Е2.а Pb ; c) e e; d) —; 
) SH j) = ZEI! ) Ê B ) 9In3 ) Je 5 
3 л 1 i. 
e) —; f) ; £) —1п h) 2In[1 + /2). e E4. a), b) Funcţia este impară. 
9 6 83 92-43” »( | R 
1 12 n+In4 БЗ 33 
*Al.a b) —; c е а зы ; ; 
) Pa guste. 9 Б^ ә 5875 
Еэ 
h) 4(43-1) i) 1 ү 1 |; x SZ ү. Dl 
1 2 1 1 1 2 43 
х Та: 1+(-1) 
x x 
j) SHE L -dx-4 к) Du D= fii se 
ZU x 1 6 24 ах 12.24 
1-3) LE тайх 
Х x^ х 
аїеве u(x)= —; m) ї= f (к +3)? +1ах; se alege u(x)- x +3; 
E Е 
5 125 тү 7 
n) 1-1, 1 (х 3 dx; se alege BO cS 
* A2. a) 1+21n2: b) 2: е) I-f. È epe = In = ; d) In шш 
3 6 0ex +] 0 u(x) e+1 
ш2 e*-] ш2 In2 1 
f) I= =m[e* + Ne?* -1| „ Se scrie ———— = 
l. е m. Му е2х _1 
ех Е л 1 
= ————— şi se alege п(х)=е х. • АЗ. а -lms b ———; c) In 2; d) —: 
"P Бан, Es ds | в 


4 л sod La T 
e) 2 f) 1-1п./2; 8) e h) In (14 42); i) -sIn(2 48): 1) — 


* A4. Se transformă produsul de funcţii trigonometrice їп sumă. a) E b) O; 


c) 0: d) l(z УЗ . e) 1-1, | -sin2"x dx, etc. e А5. a) In V3; b) 243; c) i 
813 09n 3 


4 
п 13 л Дэн 
d) +—; e) . * Аб. a), b), c) Se pot folosi formulele sin x =—— —, 
4 15 6-/2, 144625 
8 агч 
2 
1- tg? > ix 1 
cosx=—— =. d) Se pot folosi formulele: sinx = , COSX = : 
14 tg? Х Xx. +L+ tg?x E12 tg?x 


2 
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8.2.2. A doua metodă de schimbare de variabilă (pag. 240) 


° El. a) Se alege u: E 1 > Ë 2, u(x)=1+ Vx, bijectivă, derivabilă, 


3 


ve. ЕСЕ si (u !) (t) =2(t -1); 12.2 >p ri) - 


2 

E I 2 5 t tŠ 1 
= x?. Se obţine 1= (st :2(t-1)dt-2| —- — || , etc. е) 2- x» 4atctg —; 
2 7 6 ]|l3 2 


d) 2(1+2ш), ° Е2. а) 31012) b) n2 
5 2 2 2 
* Al. a) u(x)= Vx: b) u(x)-e*; e) u(x) = /1+ 3х; d) u(x)- E 5 
x“ + 


° A2. a) u(x)= үех -1; b) u(x)= 9x; c) u(x)= Jx; d) u(x)- ух «1. 


° АЗ. a) u(x) = -x: b) u(x) = —x; c) u(x)- 2-х 


CAPITOLUL III. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE 
1. Aria unei suprafete plane (pag. 273) 


7 9 1 1 5 T 1 9 
* El. a) —; b) v2 +—arcsin—; c) —In —; d) І e) —; —]n-. 
har eroe cO. modb e Вав. 
2 
-1 
„кэ. а) 16. p) 39. с) 16. а) CD. „Ез, а) 32. p 128. o) 20. a) s- 
3 8 3 2 3 3 3 


= [° (2x+x2)ax+ f (2x-x2)ax+ (-2х-х2)8х-4. 
* A2. a) Se aleg f, g:[-2 2] o D, f(x) = x?, g(x) =8- х?, aria(T;.) - [^ (8 x)- 


x ax = T c) А,-2(| V6xdx « | $ 16 = Pax), As = m? А, r=4. * АЗ. 2- 


Зл 13 5 I 1 F: 1 
-2+4`—. * A4. —- e AB. A - [,-f(x)dx. * A9. = | (x +1)x dx < | edx = e. 


(2-м)? 3 ( 2 
m -2- 3/4. • A12. апа(Г,)-а?. 


i Ai 
° А11. anadas: aria (Г, g) = 


к 


2 
: Buz) a? =12. • A13. aria (T) =1 +n Š тело 


5 ‚а= –3, respectiv а = 0. 
а +4а+6 
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2. Volumul corpurilor de rotaţie (pag. 279) 
18 (3-a)+a? 
250r. т^ (2+4) 0 35x, „3л. ,, (а+1) (3-а)+а к 


•Е1. а) : b), c) p. d) бл; e) л : g) —; h) 


3 2 12 


T 


i (6. o) e E2. a) I: b) «(1 | des di [e J 
36! 4 98 2 


• A4. Z15-161n2); • AD. 1177. * Аб. zÍ (arccosx) dx - xf, (x - x?)dx = 
2 0 0 


TU 
= —(61-13). 
Z (67-13) 


3. Calculul unor limite de șiruri folosind integrala definită (pag. 285) 
i 1 . . . . 
* El. lima, = | f(x)dx, unde: a) f(x) - x: b) f(x)- x*: e) (х) = ух; 


d) f(x) - ——: e) (х) еч;  f(x)- 1; g f(x)- — 
x prx docs 
* Al. lina -| t (x), unde: a) {(х)=—2—: b) гузы с) f(x)= 2 
noe ^" 50 X 3 vl+x 1+х 


d) f (x)= xe *. e A2. Funcţiile care se integrează pe intervalul [0, 1] sunt: 


1 x х-1 
a) f(x)- ; b) f(x)=— — c) f(x)= ; d) f(x)=In(x+1). 
(=: b) (к) zi ©) (к) = SL d) r(x)=m(x+)) 
° АЗ. Se consideră f :[0, 1] > R, An -(e. 1 : 2 23 2) si punctele intermediare 
nn n 
2k-1 x 2k -1 1 
astfel: a) - ,Ї(х)- b) = „f(x)= ; c) = 
Š k Š k ən ( ) Jax: Š k ən ( ) х2 +1 Sk 
чан s=. 2 _ 
2 ZE LE) = acm qu A Et pp to V Ad Se 
3n n n З(х +1) п х-1 
aplică exercițiul rezolvat З. • Аб. a) lima, = |= ———= 02; b) a, E 2m 1 
nope П к 1+6 
k?-f(k) [k-1 k — Bo 1 UR 
i z1 «| - Байг e A7.a)a, 2 EX sn) 
452 EL кетть ly К J- i =], k=l, n. 
n n а (к +1) п п 
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